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Povzetek
Parjenja na elipticˇnih krivuljah so postala zanimiva v zadnjem desetletju, saj omogocˇajo
izvedbo razlicˇnih modernih kriptografskih shem in protokolov. Za uporabo parjenj so
potrebne posebne elipticˇne krivulje, katerih konstrukcija zajema podrocˇja algebraicˇne ge-
ometrije, teorije sˇtevil in kriptografije. Zaradi tega so v praksi implementirana v manjˇsem
obsegu, kot bi zaradi uporabnosti lahko bila.
Namen dela je predstaviti elipticˇne krivulje, parjenja na elipticˇnih krivuljah, metode za
generiranje parjenjem prijaznih elipticˇnih krivulj in priporocˇila za uporabo in ucˇinkovito
implementacijo. Pri tem so podane potrebne osnove iz algebraicˇne geometrije in teorije
sˇtevil, ki so potrebne za razumevanje tematike.
Delo je sestavljeno iz sˇtirih vsebinskih sklopov razdeljenih v osem poglavij. Prvi sklop
dveh poglavij je uvod, v katerem najprej predstavimo zgodovino parjenj na elipticˇnih
krivuljah in namen dela. V drugem poglavju podamo definicijo parjenj, tipov parjenj
in bilinearnega Diffie-Hellmanovega problema. Drugi sklop dveh poglavij predstavljajo
osnove algebraicˇne geometrije in elipticˇnih krivulj. Tako v tretjem poglavju vpeljemo al-
gebraicˇne raznoterosti in podamo njihove lastnosti. Te predstavljajo osnovo za elipticˇne
krivulje, ki jih podrobneje opiˇsemo v cˇetrtem poglavju. Tretji sklop je namenjen parje-
njem na elipticˇnih krivuljah. Sestavljen je iz dveh poglavij. V petem poglavju najprej
opiˇsemo parjenja na elipticˇnih krivuljah in algoritem za njihovo racˇunanje, temu sledi
poglavje s primeri uporabe parjenj v kriptografiji. Glavni sklop in rezultat tega dela je v
sedmem poglavju, kjer podamo definicijo parjenjem prijazne elipticˇne krivulje, taksono-
mijo in pregled znanih metod za generiranje takih krivulj. Elipticˇne krivulje morajo za
ucˇinkovito implementacijo izpolnjevati posebne lastnosti, ki jih nakljucˇno generirane kri-
vulje z veliko verjetnostjo nimajo. Za konstrukcijo parjenjem prijaznih elipticˇnih krivulj
se uporabljajo posebne metode, ki so v delu zbrane in dokazane. V delu podamo tudi
priporocˇila za uporabo metod v razlicˇnih scenarijih in mozˇnosti za ucˇinkovito implemen-
tacijo. V zakljucˇki navedemo sˇe nekaj odprtih vprasˇanj na tem podrocˇju. V dodatkih so
zbrane matematicˇne strukture in lastnosti, ki jih v delu potrebujemo, ter seznami krivulj
za predstavljene metode.
Kljucˇne besede: elipticˇne krivulje, parjenja, parjenjem prijazne elipticˇne krivulje, asi-
metricˇna kriptografija, ucˇinkovita implementacija.
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Abstract
Pairings on elliptic curves have become very popular in the decade due to the possibility
of implementing modern cryptographic schemes and protocols based on the pairings. For
pairings to be effective, special kind of elliptic curves are required. Construction of such
curves combines knowledge from algebraic geometry, number theory and cryptography.
This is the main reason, that pairings are not implemented as often as they could be.
The purpose of this thesis is to present elliptic curves and pairings on elliptic curves,
constructing of pairing friendly elliptic curves and researching their use and efficient im-
plementation. The thesis also contains required preliminaries from algebraic geometry
and number theory.
The thesis contains four parts divided in to eight chapters. The first surveys the history
of pairings in Chapter 1; Chapter 2 defines pairings, types of pairings and describes bilinear
Diffie-Hellman’s problem. Algebraic geometry and basic theory on elliptic curves, required
for understanding are presented in the second part. It contains definition of algebraic
varieties and their properties in Chapter 3 and elliptic curves and their properties in
Chapter 4. The third part of the thesis introduces pairings on elliptic curves: Chapter
5 presents pairings and related algorithms, Chapter 6 includes examples of the use of
pairings in cryptography. The main part of the thesis is Chapter 7. It includes the
definition of pairing friendly curves and all known constructions of pairing friendly curves
together with the proofs of these constructions. It also contains recommendations for
further implementation and optimization. Conclusion lists some open problems regarding
pairings and pairing friendly curves. Mathematical preliminaries required throughout the
thesis and examples of pairing friendly curves can be found in the Appendices.
Key words: Elliptic Curves, Pairing, Pairing Friendly Elliptic Curves, Public-Key Cryp-
tography, Efficient Implementation.
3
4
Poglavje 1
UVOD
Elipticˇne krivulje imajo bogato zgodovino in so predmet sˇtudija zˇe od devetnajstega
stoletja dalje. Uporabljene so bile za resˇevanje razlicˇnih problemov, od razcepa sˇtevil do
Fermatovega izreka. V tem delu se bomo osredotocˇili na elipticˇne krivulje nad koncˇnim
obsegom Fq, kjer je q potenca prasˇtevila, dane z enacˇbo oblike
y2 = x3 + ax+ b, a, b ∈ Fq. (1.1)
V kriptografiji so se take krivulje prvicˇ pojavile leta 1984, ko je Lenstra [91] opisal algori-
tem za razcep celih sˇtevil, ki uporablja lastnosti elipticˇnih krivulj. Leta 1985 sta Koblitz
[77] in Miller [104] neodvisno predlagala uporabo elipticˇnih krivulj v kriptografiji. Var-
nost njunih shem temelji na diskretnem logaritmu v grupi tocˇk na elipticˇni krivulji, ki jo
sestavljajo pari {(x, y) ∈ Fq × Fq} ∪ {∞}. Istega leta je tudi Schoof [132] predstavil prvi
algoritem za sˇtetje tocˇk oziroma dolocˇanje mocˇi take grupe. S tem je bila postavljen pod-
laga za uporabo elipticˇnih krivulj v praksi. Razvoj algoritmov in shem je hitro napredoval
in danes se uporabljajo v veliko standardih in implementacijah.
Nas v nalogi zanima predvsem parjenje na elipticˇnih krivuljah. V zadnjem desetletju
obstaja veliko zanimanje za to podrocˇje. Parjenja namrecˇ omogocˇajo izvedbo razlicˇnih
modernih kriptografskih shem in protokolov, kot so sˇifriranje (Identity Based Encryption
- IBE) in digitalni podpisi na podlagi identitete [18, 126], kratki podpisi [21], eno-koracˇni
tripartitni dogovor o kljucˇu [68] in drugi [16]. Veliko navedenih shem in protokolov je bilo
v praksi zˇe implementiranih, a za nadaljnjo implementacijo obstaja sˇe veliko mozˇnosti.
Za razliko od standardnih protokolov in shem na elipticˇnih krivuljah, (kot so na primer
ElGamalovo sˇifriranje [44] ali ECDSA (ang. Elliptic Curve Digital Signature Algorithm)
[39]), kjer za implementacijo uporabimo nakljucˇno generirane elipticˇne krivulje, protokoli
in kriptografske sheme, ki uporabljajo parjenja, zahtevajo elipticˇne krivulje s posebnimi
lastnostmi [49]. Te lastnosti so take, da jih nakljucˇno generirana elipticˇna krivulja z veliko
verjetnostjo nima. Zato je za implementacijo teh protokolov in shem potrebno ucˇinkovito
generiranje primernih krivulj.
Vecˇina kriptografskih protokolov in shem, ki temeljijo na parjenjih, uporablja Weilovo
parjenje ali Tate-Lichtenbaumovo parjenje, oziroma kaksˇno njuno izpeljanko. Vsa taka
parjenja vzamejo za vhod par tocˇk na elipticˇni krivulji E definirani nad koncˇnim obsegom
Fq ali nad njegovo razsˇiritvijo Fqk , ter vrnejo element grupe F∗qk . Da je shema s parjenjem
varna, mora biti diskretni logaritem v grupi tocˇk krivulje E in v multiplikativni grupi
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tezˇko izracˇunljiv. Cˇe zˇelimo, da bo varnostnim zahtevam zadosˇcˇeno, mora biti mocˇ
razsˇirjenega obsega znatno vecˇja od reda grupe tocˇk na elipticˇni krivulji.
Na podrocˇju parjenj obstaja zˇe veliko rezultatov. Prvi primeri uporabe so bili name-
njeni prevedbi problema diskretnega logaritma v grupi tocˇk na supersingularni elipticˇni
krivulji v problem diskretnega logaritma v koncˇnem obsegu [51, 101]. Prakticˇna uporaba
v protokolih in kriptografskih shemah pa se je zacˇela leta 2000, ko je Joux [68] uporabil
parjenja za eno-koracˇni tripartitni protokol dogovora o kljucˇu. Temu so sledile uporabe
parjenj za sˇifriranje in digitalne podpise na podlagi identitete [18, 126], za kratke podpise
[21] in za druge namene.
Prvi protokoli so uporabljali supersingularne krivulje, ki pa niso zadosˇcˇale vsem var-
nostnim zahtevam. Zato se je kmalu zacˇelo iskanje primernih krivulj za razlicˇne namene.
Vecˇina konstrukcij temelji na metodi kompleksnega mnozˇenja [2]. Med prvimi sta na-
vadne elipticˇne krivulje z majhno stopnjo vkljucˇitve leta 2001 generirala Cocks in Pinch
[34], njima so sledili sˇtevilni drugi.
Leta 2010 so Freeman, Scott in Teske [49] zdruzˇili znane konstrukcije elipticˇnih kri-
vulj primernih za parjenja in predstavili razvrstitev le teh glede na lastnosti in nacˇin
konstrukcije.
V nalogi predstavimo parjenja na elipticˇnih krivuljah, kriterije in parametre za varno
in ucˇinkovito implementacijo ter algoritme za konstrukcijo elipticˇnih krivulj primernih za
parjenja. Pri tem podrobno razlozˇimo osnove teorije elipticˇnih krivulj in parjenj. Opiˇsemo
tudi varnostne zahteve in velikosti parametrov ter primere uporabe parjenj v kriptografiji
in primere krivulj glede na razlicˇne varnostne zahteve. Glavni prispevki naloge so:
• predstavljene osnove teorije elipticˇnih krivulj in parjenj;
• opis ucˇinkovitih implementacij ustreznih kriptosistemov;
• pregled zahtevanih varnostnih stopenj za razlicˇne scenarije uporabe;
• opisani algoritmi za konstrukcijo parjenjem prijaznih krivulj;
• konstrukcija elipticˇnih krivulj za uporabo parjenj v posameznih varnostnih okoljih.
Naloga je sestavljena iz osmih poglavij. Drugo poglavje je uvod v parjenja, kjer defini-
ramo parjenja in predstavimo osnovne lastnosti. V tem poglavju opiˇsemo tudi bilinearni
Diffie-Hellmanov problem, ki je osnova varnosti v mnogih protokolih. V tretjem poglavju
predstavimo pojme algebraicˇnih raznoterosti, algebraicˇnih krivulj ter deliteljev. To po-
glavje vsebuje sˇtevilne definicije in izreke s podrocˇja algebraicˇne geometrije. Na prvi
pogled deluje, kot da vsebina tega poglavja ne sodi v temo naloge, vendar pa je poznava-
nje tematike potrebno za razumevanje parjenj (sˇe posebej, cˇe nanje ne zˇelimo gledati kot
na cˇrne sˇkatle). Tretje poglavje sluzˇi tudi kot osnova za teorijo elipticˇnih krivulj. Te po-
drobneje obravnavamo v cˇetrtem poglavju, kjer je poudarek na grupah tocˇk na elipticˇnih
krivuljah, vkljucˇitveni stopnji, razlikami med navadnimi in supersingularnimi krivuljami
in kompleksnim mnozˇenjem. V petem poglavju opiˇsemo parjenja na elipticˇnih krivuljah.
Podrobneje predstavimo Tate-Lichtenbaumovo parjenje, Weilovo parjenje, ter algoritem
za racˇunanje le teh. V sˇestem poglavju sledijo primeri uporabe parjenj. Glavni del ma-
gistrske naloge je sedmo poglavje, v katerem predstavimo razvrstitev parjenjem prijaznih
7elipticˇnih krivulj, konstrukcije takih krivulj in predloge za razlicˇne varnostne zahteve. Na
koncu nanizamo sˇe nekaj odprtih problemov s tega podrocˇja. V dodatkih so zbrane de-
finicije in lastnosti polinomov, valuacij in obsegov, ki jih uporabljamo v nalogi. Vse so
sicer dosegljive v mnogih referencah, vendar smo jih strnili tu predvsem zaradi bralcev,
ki jim ta vsebina ni domacˇa. V dodatku so tudi primeri parjenjem prijaznih krivulj, ki so
implementirane v prosto dostopnih knjizˇnicah.
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Poglavje 2
UVOD V PARJENJA
V tem poglavju si bomo ogledali definicijo in osnovne lastnosti bilinearnih parjenj. Podali
bomo tudi razvrstitev parjenj glede na vhodne parametre, ki jo bomo uporabili kasneje pri
konstrukciji parjenjem prijaznih krivulj. Parjenja bomo definirali na poljubnih grupah.
Ogledali si bomo tudi osnovni problem diskretnega logaritma in Diffie-Hellmanov problem
(DHP), ter bilinearno enacˇico slednjega s parjenji.
Naj bo n naravno sˇtevilo. Naj bosta G1 in G2 koncˇni aditivni grupi reda n z nevtral-
nima elementoma 01 in 02. Naj bo G3 multiplikativna ciklicˇna grupa reda n z enoto za
mnozˇenje 1.
Definicija 2.1. Bilinearno parjenje je preslikava
e : G1 ×G2 → G3,
za katero veljata naslednji lastnosti:
1. Bilinearnost:
• Za vsak P, P ′ ∈ G1 in Q,Q′ ∈ G2 velja
e(P + P ′, Q) = e(P,Q)e(P ′, Q) in e(P,Q+Q′) = e(P,Q)e(P,Q′).
2. Neizrojenost:
• Za vsak P ∈ G1 − {01} obstaja tak Q ∈ G2 − {02}, da velja e(P,Q) ̸= 1;
• Za vsak Q ∈ G2 − {02} obstaja tak P ∈ G1 − {01}, da velja e(P,Q) ̸= 1.
V kriptografiji so najbolj pogosto uporabljena parjenja na elipticˇnih krivuljah in sicer
Tateovo parjenje [148, 146] in Weilovo parjenje [16] ter njune izpeljanke [7, 62, 65]. (Te
primere si bomo podrobneje ogledali v poglavju 5). Najprej si oglejmo nekaj enostavnih
posledic bilinearnosti.
Lema 2.2. Naj bo e bilinearno parjenje kot je opisano v definiciji 2.1. Za P ∈ G1 in
Q ∈ G2 veljajo naslednje lastnosti:
1. e(P, 02) = e(01, Q) = 1;
2. e(−P,Q) = e(P,Q)−1 = e(P,−Q);
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3. e(jP,Q) = e(P,Q)j = e(P, jQ) za j ∈ Z;
4. Cˇe velja e(P,Q) = 1 za vsak Q ∈ G2 potem je P = 01.
Dokaz. Lastnost 1. sledi iz lastnosti e(P,Q) = e(P+01, Q) = e(P,Q)e(01, Q) in analogno
za Q. Lastnost 2. sledi iz 1 = e(01, Q) = e(P + (−P ), Q) = e(P,Q)e(−P,Q). Lastnost 3.
sledi iz lastnosti 1. in 2., lastnost 4. sledi iz definicije in lastnosti 1. 
Na podlagi oblike in lastnosti grup G1 in G2 parjenja razdelimo v sˇtiri tipe [30, 56]:
• Tip 1: G1 = G2;
• Tip 2: G1 ̸= G2, vendar obstaja ucˇinkovito izracˇunljiv netrivialni homomorfizem
φ : G2 → G1;
• Tip 3: G1 ̸= G2, vendar ne obstaja oziroma ni znanega ucˇinkovito izracˇunljivega
netrivialnega homomorfizma med grupama φ : G2 → G1;
• Tip 4: G1 ⊂ G2, grupa G1 je podgrupa grupe G2.
V primeru, kjer sta G1 = G2 pravimo da gre za simetricˇna parjenja, sicer pa asime-
tricˇna parjenja. Kot bomo videli v poglavju 5, vecˇinoma obravnavamo parjenja, kjer sta
G1 in G2 podgrupi grupe tocˇk na elipticˇni krivulji.
Za naslednje lastnosti predpostavimo, da je G1 = G2.
Spomnimo se problema diskretnega logaritma: v aditivni grupi generirani z enim
elementom G = ⟨P ⟩ reda n pri danem Q ∈ G iˇscˇemo tako naravno sˇtevilo x ∈ [0, n− 1],
da velja Q = xP. Problem diskretnega logaritma za dolocˇene grupe, med katerimi so
multiplikativne grupe koncˇnih obsegov in grupe tocˇk na elipticˇnih krivuljah nad koncˇnimi
obsegi, sˇe danes velja za tezˇko izracˇunljivega [54]. S problemom diskretnega logaritma je
povezan tudi Diffie-Hellmanov problem (DHP), katerega bistvo je pri danih aP , bP in P
izracˇunati abP .
Ena od posledic zgoraj nasˇtetih lastnosti bilinearnega parjenja je redukcija problema
diskretnega logaritma v grupi G1 na problem diskretnega logaritma v grupi G3. Cˇe ele-
menta (P,Q) predstavljata primer diskretnega logaritma v grupi G1, kjer je Q = xP ,
potem je e(P,Q) = e(P, xP ) = e(P, P )x ∈ G3. Posledicˇno je logP Q = logg h, kjer sta
g = e(P, P ) in h = (P,Q) elementa grupe G3.
Varnost mnogih protokolov, ki temeljijo na parjenjih, temelji na zahtevnosti nasle-
dnjega problema.
Definicija 2.3. Naj bo e : G1 × G1 → G3 bilinearno parjenje. Bilinearni Diffie-
Hellmanov problem (BDHP) je za dane elemente P, aP, bP, cP grupe G1 izracˇunati
e(P, P )abc.
Tezˇko izracˇunljiv BDHP implicira tezˇko izracˇunljiv DHP tako v grupi G1, kot tudi v
grupi G3. Cˇe bi namrecˇ v grupi G1 lahko ucˇinkovito izracˇunali DHP, bi enako veljalo tudi
za BDHP v grupi G3; iz abP namrecˇ s parjenjem e(abP, cP ) dobimo e(P, P )
abc. Podobno
velja tudi v primeru, cˇe bi bil DHP problem ucˇinkovito izracˇunljiv v G3, kjer bi izracˇunali
g = e(P, P ), gab = e(aP, bP ), gc = e(P, cP ) in na koncu gabc.
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Po drugi strani pa je odlocˇitveni Diffie-Hellmanov problem (DDHP) v G1 ucˇinkovito
resˇljiv, cˇe je le racˇunanje parjenja ucˇinkovito. Pri DDHP se odlocˇamo, ali je dana cˇetverka
(P, aP, bP, cP ) elementov iz grupe G1 veljavna Diffie-Hellmanova cˇetverka, tj. ali velja
cP = abP. To preverimo s parjenji tako, da izracˇunamo γ1 = e(P, cP ) = e(P, P )
c in
γ2 = e(aP, bP ) = e(P, P )
ab. Potem je cP = abP natanko tedaj, ko je γ1 = γ2.
Podobno kot smo definirali BDHP, lahko sedaj definiramo tudi odlocˇitveni bilinearni
Diffie-Hellmanov problem (DBDHP).
Definicija 2.4. Naj bo e : G1 ×G1 → G3 bilinearno parjenje. Odlocˇitveni bilinearni
Diffie-Hellmanov problem (DBDHP) je pri danih elementih P, aP, bP, Q grupe G1 in
g grupe G3 preveriti, ali je g = e(abP,Q).
Pomemben rezultat glede izracˇunljivosti Diffie-Hellmanovega problema je dokazal Ver-
heul [149]
Izrek 2.5. Naj bosta G in H ciklicˇni grupi prasˇtevilskega reda r in naj bo e : G × G →
H neizrojeno parjenje. Cˇe obstaja ucˇinkovito izracˇunljiv netrivialni homomorfizem grup
Φ : H → G, potem Diffie-Hellmanov problem v grupah G in H lahko ucˇinkovito resˇimo.
Dokaz. Naj bo Φ : H → G homomorfizem in naj bo e(P, P ) = h. Potem obstaja tako
naravno sˇtevilo c, da velja
Φ(h) = cP,
kjer je P generator grupe G. Velja
Φ (e (Φ(e(c−2P, aP )), bP )) = Φ
(
e(Φ(e(P, P )c
−2a), bP )
)
(lema 2.2 (3))
= Φ(e(c−2acP, bP )) (lastnost Φ)
= Φ(e(P, P )c
−1ab) (lema 2.2 (3))
= c−1abcP (lastnost Φ)
= abP.
Radi bi torej izracˇunali c−2P. Ker je r prasˇtevilo in r - c, po malem Fermatovem izreku
[150] velja cr−1 ≡ 1 (mod r) in posledicˇno
c−2 ≡ cr−3 (mod r).
Izracˇunati moramo cr−3, kar lahko naredimo z metodo podobno podvoji in sesˇtej, kjer
uposˇtevamo naslednji lastnosti:
Φ (e(P, cnP )) = cn+1P, Φ (e(cnP, cnP )) = c2n+1P.

Originalni Verheulov izrek velja za simetricˇna parjenja oblike e : G1 × G1 → G3.
Karabina, Knapp in Menezes [74] pa so njegov rezultat posplosˇili tudi na asimetricˇna
parjenja, torej parjenja oblike e : G1×G2 → G3. Povzetek njihovih rezultatov je naslednji:
1. Cˇe obstajata ucˇinkovito izracˇunljiva homomorfizma φ1 : G3 → G1 in φ2 : G3 → G2,
potem Diffie-Hellmanov problem v grupah G1, G2 in G3 lahko ucˇinkovito resˇimo.
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2. Cˇe obstajata ucˇinkovito izracˇunljiva homomorfizma φ1 : G3 → G1 in φ2 : G3 → G2,
potem je problem diskretnega logaritma v G2 in G1 lahko resˇljiv v cˇasu O˜(r
1/3), kar
je bistveno hitreje od cˇasovne zahtevnosti Pollard ρ algoritma [120] v cˇasu O˜(
√
r), 1
kjer je r red podgrupe.
1∃k ∈ N : O˜(n) = O(n logk n).
Poglavje 3
RAZNOTEROSTI, KRIVULJE IN
DELITELJI
Glavna tema naloge bodo parjenja na elipticˇnih krivuljah. Preden pa si ogledamo elipticˇne
krivulje, jih bomo postavili v kontekst bolj splosˇnih struktur. Zacˇeli bomo z algebraicˇnimi
raznoterostmi, nadaljevali z algebraicˇnimi krivuljami in delitelji na krivuljah. Razlogov
za uvedbo raznoterosti je vecˇ. Glavni razlog je ta, da so elipticˇne krivulje poseben primer
krivulj in s tem algebraicˇnih raznoterosti. Poleg tega lahko parjenja na elipticˇnih krivuljah
posplosˇimo na parjenja na raznoterostih [46, 48, 50] in drugih krivuljah [40]. Teh v nalogi
sicer ne bomo predstavili, so pa kljub temu pomembna in uporabna v kriptografiji.
Poglavje je tehnicˇno in vsebuje precej definicij in izrekov brez dokazov. Namen je
seznaniti bralca z osnovnimi pojmi algebraicˇne geometrije. Pomembno je predvsem zaradi
razumevanja deliteljev in strukture grupe na elipticˇnih krivuljah, ki jo bomo obravnavali
v poglavju 4. Oboje predstavlja osnovo za parjenja, poleg tega pa poznavanje tematike
olajˇsa razumevanje literature. Vecˇina trditev in dokazov je povzetih po [52, 60, 61, 137].
Dolgi in zahtevni dokazi so izpusˇcˇeni, lahko jih najdemo v nasˇtetih referencah. Vkljucˇeni
bodo dokazi, ki sˇe dodatno razsvetlijo, kar zˇelimo povedati.
3.1 Algebraicˇne raznoterosti
Naj bo K algebraicˇno zaprtje obsega K, definirano v A.2.3.
Definicija 3.1.1. Mnozˇica tocˇk afinega n-prostor nad obsegom K je
An = An(K) = {P = (p1, . . . , pn) : pi ∈ K, i = 1, . . . , n}.
Mnozˇica K-racionalnih tocˇk v An je mnozˇica
An(K) = {P = (p1, . . . , pn) : pi ∈ K, i = 1, . . . , n}.
Definicija 3.1.2. Naj bo K[X] = K[x1, x2, . . . , xn] kolobar polinomov z n spremenljiv-
kami in koeficienti v K. Idealu I ⊂ K[X] priredimo podmnozˇico afinega prostora An
VI = {P ∈ An : f(P ) = 0,∀f ∈ I},
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ki ji pravimo afina algebraicˇna mnozˇica. Cˇe je V algebraicˇna mnozˇica, je ideal
mnozˇice V definiran kot
I(V ) = {f ∈ K[X] : f(P ) = 0, ∀P ∈ V }.
Algebraicˇna mnozˇica V je definirana nad obsegom K, cˇe je njen ideal I(V ) generiran
s polinomi iz K[X]. Oznacˇimo jo z V/K. Cˇe je V definirana nad K, je njena mnozˇica
K-racionalnih tocˇk definirana kot
V (K) = V ∩ An(K).
Za dano algebraicˇno mnozˇico V si oglejmo naslednji ideal
I(V/K) = {f ∈ K[X] : f(P ) = 0, ∀P ∈ V } = I(V ) ∩K[X].
Vidimo, da je V definirana nad K natanko tedaj, ko je
I(V ) = I(V/K)K[X].
Naj bo zdaj V definirana nad K in naj bodo f1, . . . , fm ∈ K[X] generatorji za I(V/K).
Potem je V (K) sestavljena iz skupnih resˇitev (x1, . . . , xn) ∈ An(K) polinomskih enacˇb
f1(X) = . . . = fm(X) = 0.
Cˇe je f(X) ∈ K[X] in P ∈ An, potem za vsak element σ iz Galoisove grupe GalK/K
(definirane v A.2.6) velja
f(σ(P )) = σ(f(P )). (3.1)
Definicija 3.1.3. Afina algebraicˇna mnozˇica V je afina algebraicˇna raznoterost, cˇe je
I(V ) praideal v K[X]. To je ekvivalentno pogoju, da je K[X]/I(V ) celostno polje, torej,
brez deliteljev nicˇa. Afini koordinatni kolobar raznoterosti V/K je definiran kot
K[V ] = K[X]/I(V/K).
Obseg ulomkov kolobarja K[V ] oznacˇimo s K(V ) in ga imenujemo obseg racionalnih
funkcij raznoterosti V/K.
Cˇe je f(X) ∈ K[X], potem GalK/K deluje na polinomu f tako, da deluje na koefici-
entih:
σ(f(P )) = σ(f(σ(P )). (3.2)
Definicija 3.1.4. Naj bo V afina raznoterost. Dimenzija V oznacˇena z dim(V ) je
transcendentna stopnja razsˇirjenega obsega K(V ) nad K (definirana v A.2.14).
Primer. Dimenzija An je n, saj je K(An) = K(x1, . . . , xn). Podobno velja, cˇe je V ⊂ An
generirana kot mnozˇica nicˇel enega samega nekonstantnega polinoma. f(x1, . . . , xn) = 0.
Potem je dim(V ) = n− 1, kajti K[V ] = K[x1, . . . , xn]/⟨f⟩. •
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Definicija 3.1.5. Naj bo V ⊂ An, P ∈ V in f1, . . . , fm ∈ K[X] mnozˇica generatorjev
I(V ). V je nesingularna ali gladka v tocˇki P , cˇe je rang m× n matrike
(∂fi/∂xj(P ))1≤i≤m,1≤j≤n
enak n− dim(V ). Cˇe je V nesingularna v vseh tocˇkah, potem pravimo V nesingularna ali
gladka raznoterost.
Izberimo tocˇko P ∈ V in definirajmo ideal v K[V ] s predpisom
MP = {f ∈ K[V ] : f(P ) = 0}.
MP je maksimalni ideal, v posebnem obstaja izomorfizem
K[V ]/MP → K,
f ↦→ f(P ).
Definicija 3.1.6. Lokalni kolobar raznoterosti V v tocˇki P , oznacˇen s K[V ]P , je loka-
lizacija K[V ] glede na MP definirana kot
K[V ]P =
{
f
g
∈ K(V ) : f, g ∈ K[V ], g(P ) ̸= 0
}
.
Cˇe je F = f/g ∈ K[V ]P , potem je F (P ) = f(P )/g(P ) dobro definirana oziroma regularna
v P.
V algebraicˇni geometriji afine raznoterosti naravno vlozˇimo v projektivni prostor. V
nadaljevanju bomo definirali sˇe projektivne raznoterosti.
Definicija 3.1.7. Projektivni n-prostor nad obsegom K oznacˇen s Pn ali Pn(K) je
mnozˇica ekvivalencˇnih razredov (n+ 1)-teric
(x0, x1, . . . , xn) ∈ An+1 − {0n+1}
glede na ekvivalencˇno relacijo
(x0, x1, . . . , xn) ∼ λ(x0, x1, . . . , xn)
za nenicˇelne λ ∈ K. Ekvivalencˇni razred {(λx0, . . . , λxn)} oznacˇimo z X = [x0, x1, . . . , xn]
in ga imenujemo tocˇka v Pn. Koordinate xi imenujemo homogene koordinate tocˇke
X. Mnozˇica K-racionalnih tocˇk v Pn je mnozˇica
Pn(K) = {[x0, . . . , xn] ∈ Pn : ∀xi ∈ K}.
Definicija 3.1.8. Polinom f ∈ K[X] je homogen stopnje d, cˇe f(λx0, . . . , λxn) =
λdf(x0, . . . , xn), za vsak λ ∈ K. Ideal I ⊂ K[X] je homogen, cˇe je generiran s homo-
genimi polinomi.
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Definicija 3.1.9. Projektivna algebraicˇna mnozˇica homogenega ideala I je mnozˇica
oblike
VI = {P ∈ Pn : f(P ) = 0, ∀ homogen f ∈ I}.
Cˇe je V projektivna algebraicˇna mnozˇica, je homogeni ideal mnozˇice V definiran kot
I(V ) = {f ∈ K[X] : f homogen in f(P ) = 0, ∀P ∈ V }.
Projektivna algebraicˇna mnozˇica V je definirana nadK, cˇe je njen ideal I(V ) generiran s
homogenimi polinomi v K[X], kar oznacˇimo z V/K. Mnozˇica K-racionalnih tocˇk mnozˇice
V/K je naslednja mnozˇica:
V (K) = V ∩ Pn(K).
Definicija 3.1.10. Projektivna algebraicˇna mnozˇica je projektivna raznoterost, cˇe je
pripadajocˇi homogeni ideal I(V ) praideal v K[X].
V nadaljevanju si oglejmo preslikavi
φi : An → Pn,
(y1, . . . , yn) ↦→ [y1, . . . , yi−1, 1, yi, . . . , yn]
in
φ−1i : Ui → Ani ,
[x0, . . . , xn] ↦→ (x0xi , . . . ,
xi−1
xi
, xi+1
xi
, . . . , xn
xi
),
kjer je Ui = {[x0, . . . , xn] ∈ Pn : xi ̸= 0}.
Procesu zamenjave f(x0, . . . , xn) z f(y1, . . . , yi−1, 1, yi, . . . , yn) pravimo dehomogeniza-
cija glede na xi. Proces lahko tudi obrnemo. Za polinom f v n spremenljivkah nad K
naj bo
f ∗(x0, . . . , xn) = xdi f
(
x0
xi
, . . . ,
xi−1
xi
,
xi+1
xi
, . . . ,
xn
xi
)
,
kjer je d = deg(f) najmanjˇse celo sˇtevilo za katerega je f ∗ polinom. Pravimo, da je f ∗
homogenizacija f glede na xi.
Definicija 3.1.11. Naj bo V afina algebraicˇna mnozˇica z idealom I(V ). Projektivno
zaprtje mnozˇice V glede na vlozˇitev V ⊂ An φi−→ Pn je projektivna algebraicˇna mnozˇica
V ⊂ Pn, katere homogeni ideal je generiran z
{f ∗ : f ∈ I(V )}.
Trditev 3.1.12. [137, Trditev I.2.6].
1. Naj bo V afina raznoterost. Potem je V projektivna raznoterost in V = V ∩ An.
2. Naj bo V projektivna raznoterost. Potem je V ∩ An afina raznoterost in velja
V ∩ An = ∅ ali V = V ∩ An.
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3. Cˇe je afina (projektivna) raznoterost V definirana nad K, potem je V (respektivno
V ∩ An) prav tako definirana nad K.

Primer. Naj bo V ⊂ An afina raznoterost dana z enacˇbo Y 2 = X3 + 17. Enacˇbo
homogeniziramo s substitucijo X = X/Z, Y = Y /Z in dobimo projektivno raznoterost
v P2 s homogeno enacˇbo Y 2Z = X3 + 17Z3. Projektivna raznoterost ima dodatno tocˇko
[0, 1, 0] v neskoncˇnosti, ki jo dobimo tako, da postavimo Z = 0. Od tod sklepamo,
V (Q) = {[x, y, 1] ∈ P2(Q) : y2 = x3 + 17} ∪ {[0, 1, 0]}.
•
Vecˇino lastnosti projektivne raznoterosti V lahko definiramo v jeziku afinih raznote-
rosti V ∩ An.
Definicija 3.1.13. Za projektivno raznoterost V/K izberimo afin prostor An ⊂ Pn,
da V ∩ An ̸= ∅. Dimenzija V je dimenzija V ∩ An. Lokalni kolobar V v tocˇki
P = [p0, p1, . . . , pn] ∈ Pn, oznacˇen kot K[V ]P , je lokalni kolobar V ∩ An v tocˇki P =(
p0
pi
, p1
pi
, . . . , pn
pi
)
∈ An. Funkcija F ∈ K(V ) je regularna oziroma definirana v P , cˇe je
element K[V ]P .
Analogno s pomocˇjo dehomogenizacije podamo tudi obseg racionalnih funkcij
K(V ) in K(V ). Obseg racionalnih funkcij na Pn lahko opiˇsemo tudi kot podobseg
K(x0, . . . , xn), ki je sestavljen iz racionalnih funkcij F = f/g, kjer sta f in g homogena
polinoma enakih stopenj. Tak opis porodi dobro definirane funkcije na Pn za vse tocˇke
P , za katere je g(P ) ̸= 0. Podobno obseg racionalnih funkcij projektivne raznoterosti
sestavljajo take racionalne funkcije F = f/g, da velja:
• f in g sta homogena in enake stopnje;
• g /∈ I(V );
• funkciji f/g in f ′/g′ sta identicˇni, cˇe je fg′ − f ′g ∈ I(V ).
Zdaj ko smo podali osnovne definicije afinih in projektivnih raznoterosti, si lahko
ogledamo preslikave med raznoterostmi.
Definicija 3.1.14. Naj bosta V1, V2 ⊂ Pn projektivni raznoterosti. Racionalna presli-
kava je podana z (n + 1)-terico racionalnih funkcij f0, f1, . . . , fn ∈ K(V1) po naslednjem
predpisu
φ : V1 → V2,
P ↦→ [f0(P ), f1(P ), . . . , fn(P )].
Definicijsko obmocˇje φ sestavljajo tocˇke P ∈ V1 v katerih so definirane vse fi. Cˇe obstaja
tak nenicˇelni λ ∈ K, da so λf0, . . . , λfn ∈ K(V1), potem pravimo, da je φ definirana
nad K.
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Definicija 3.1.15. Racionalna preslikava φ = [f0, . . . , fn] : V1 → V2 je regularna ozi-
roma definirana v tocˇki P ∈ V1, cˇe obstaja taka funkcija g ∈ K(V1), da velja:
1. gfi je regularna v tocˇki P za vsak i = 0, 1, . . . , n;
2. za nek i je (gfi)(P ) ̸= 0.
Cˇe taka funkcija g obstaja, potem je ocˇitno
φ(P ) = [(gf0)(P ), . . . , (gfn)(P )].
Racionalna preslikava, ki je regularna v vsaki tocˇki P ∈ V1, se imenuje morfizem.
Definicija 3.1.16. Raznoterosti V1 in V2 sta izomorfni V1 ≃ V2, cˇe obstajata morfizma
φ : V1 → V2 in ψ : V2 → V1, za katera velja ψ ◦ φ = idV1 in φ ◦ ψ = idV2 . V1/K in V2/K
sta izomorfni nad K, cˇe sta zgornja φ in ψ definirani nad K.
Cˇe je φ : V1 → V2 izomorfizem definiran nad K, potem φ identificira V1(K) z V2(K).
Pri Diofantskih problemih je zato dovolj, cˇe izberemo enega predstavnika v razredu K-
izomorfnih raznoterosti.
3.2 Algebraicˇne krivulje
V tem razdelku si bomo ogledali definicijo in lastnosti algebraicˇnih krivulj, ki veljajo
seveda tudi za elipticˇne krivulje. Algebraicˇna krivulja je projektivna algebraicˇna ra-
znoterost dimenzije 1.
Uporabljali bomo naslednje oznake:
• C je krivulja in P ∈ C je tocˇka na krivulji;
• C/K je krivulja C definirana nad obsegom K;
• K(C) in K(C) oznacˇujeta obseg racionalnih funkcij krivulje C;
• K[C]P je lokalni kolobar krivulje C v tocˇki P ;
• MP je maksimalni ideal lokalnega kolobarja K[C]P .
Trditev 3.2.1. [137, Trditev II.1.1]. Naj bo C krivulja in P ∈ C gladka tocˇka. Potem je
K[C]P diskretni valuacijski kolobar, definiran v A.4.1. 
Definicija 3.2.2. Naj bo P gladka tocˇka na krivulji C. Normalizirana valuacija na
K[C]P je podana z
ordP : K[C]P → {0, 1, 2, . . .} ∪ {∞}
f ↦→ max{d ∈ Z : f ∈MdP}.
S predpisom ordP (f/g) = ordP (f) − ordP (g), lahko ordP razsˇirimo tudi na K(C). Uni-
formizator za C v tocˇki P je funkcija v ∈ K(C) z ordP (v) = 1; drugacˇe povedano, v je
generator ideala MP .
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Definicija 3.2.3. Izberimo gladko tocˇko P ∈ C in f ∈ K(C). Red funkcije f v tocˇki P
je ordP (f). Cˇe je ordP (f) > 0, potem ima f v tocˇki P nicˇlo, cˇe je ordP (f) < 0, pa ima
f v tocˇki P pol. Za ordP (f) ≥ 0 je f regularna in lahko izracˇunamo f(P ), sicer za pol
piˇsemo f(P ) =∞.
Trditev 3.2.4. [137, Trditev II.1.2]. Naj bo C gladka krivulja in f ∈ K(C). Potem je na
C kvecˇjemu koncˇno sˇtevilo tocˇk v katerih ima f pol ali nicˇlo. Cˇe f nima niti pola, niti
nicˇle, je f ∈ K konstantna. 
Naslednja trditev je koristna, za obsege s karakteristiko p > 0.
Trditev 3.2.5. [137, Trditev II.1.4]. Naj bo C/K krivulja in naj bo v ∈ K(C) unifor-
mizator v neki gladki tocˇki P ∈ C. Potem je K(C) koncˇna separabilna razsˇiritev obsega
K(v), definirana v A.2.6. 
Za vsak σ ∈ GalK/K je ordP (f) = ordσ(P )(σ(f)).
3.2.1 Preslikave med krivuljami
Trditev 3.2.6. Naj bo φ : C → V racionalna preslikava med krivuljo C in raznoterostjo
V ⊂ Pn. Potem je preslikava φ regularna v gladki tocˇki P ∈ C. Posledicˇno je φ morfizem
za gladko krivuljo C.
Dokaz. Naj bo φ = [f0, . . . , fN ], kjer so fi ∈ K(C). Izberimo uniformizator v ∈ K(C) za
krivuljo C v tocˇki P. Naj bo n = min0≤i≤N{ordP (fi)}. Potem velja ordP (v−nfi) ≥ 0 za
vsak i in ordP (v
−nfj) = 0 za nek j, torej so vsi v−nfi regularni v P in (v−nfj)(P ) ̸= 0. 
Naj bo C/K gladka krivulja in f ∈ K(C) funkcija. Z f lahko definiramo racionalno
preslikavo
ℓ : C → P1
P ↦→ [f(P ), 1].
Ta preslikava je dejansko morfizem, ki po tocˇkah deluje z naslednjim pravilom:
ℓ(P ) =
{
[f(P ), 1] ; cˇe je f regularna v P,
[1, 0] ; cˇe ima f pol v tocˇki P.
(3.3)
Naj bo zdaj φ : C → P1, φ = [f, g] racionalna preslikava definirana nad K. V primeru da
je g = 0, je φ = [1, 0] konstantna preslikava, sicer pa je φ = [f/g, 1] preslikava, ki ustreza
f/g ∈ K(C). Konstantno preslikavo φ = [1, 0] oznacˇimo z ∞ in dobimo korespondenco
K(C) ∪ {∞} ↔ {preslikave C → P1 definirane nad K}.
Izrek 3.2.7. [137, Izrek II.2.3]. Naj bo φ : C1 → C2 morfizem krivulj. Potem je φ ali
konstantna ali surjektivna. 
Naj bosta C1/K in C2/K krivulji in φ : C1 → C2 nekonstantna racionalna presli-
kava definirana nad K. Komponiranje s φ porodi injektivno preslikavo med obsegoma
racionalnih funkcij, ki fiksira obseg K :
φ∗ : K(C2) → K(C1)
f ↦→ f ◦ φ. (3.4)
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Izrek 3.2.8. [137, Izrek II.2.4]. Za krivulji C1/K in C2/K veljajo naslednje trditve:
1. Naj bo φ : C1 → C2 nekonstantna racionalna preslikava definirana nad K. Potem
je K(C1) koncˇna razsˇiritev φ
∗K(C2).
2. Naj bo ℓ : K(C2)→ K(C1) injektivna preslikava med obsegoma funkcij, ki fiksira K.
Potem obstaja enolicˇna nekonstantna racionalna preslikava φ : C1 → C2 definirana
nad K, za katero velja φ∗ = ℓ.
3. Naj bo K ⊂ K(C1) podobseg koncˇnega indeksa, ki vsebuje K. Potem obstajata gladka
krivulja C ′/K, enolicˇno dolocˇena do K-izomorfizma natancˇno, in nekonstantna ra-
cionalna preslikava φ : C1 → C ′ definirana nad K, tako da velja φ∗K(C ′) = K.

Definicija 3.2.9. Kot obicˇajno naj bo φ : C1 → C2 racionalna preslikava definirana nad
K. Stopnjo φ definiramo kot
deg φ =
{
0 ; cˇe je φ konstantna,
[K(C1) : φ
∗K(C2)] ; cˇe φ ni konstantna.
(3.5)
Pravimo, da je φ separabilna (neseparabilna, cˇisto neseparabilna), cˇe ima doticˇno
lastnost razsˇiritev K(C1)/φ
∗K(C2). Separabilno in neseparabilno stopnjo oznacˇimo zapo-
redoma z degs φ in degi φ.
Definicija 3.2.10. Naj bo φ : C1 → C2 nekonstantna racionalna preslikava definirana nad
K. S pomocˇjo norme (definirane v A.2.16) glede na φ∗ definiramo φ∗ : K(C1) → K(C2)
kot
φ∗ = (φ∗)−1 ◦NK(C1)/φ∗K(C2).
Trditev 3.2.11. Naj bosta C1 in C2 gladki krivulji in naj bo φ : C1 → C2 stopnje 1.
Potem je φ izomorfizem.
Dokaz. Po definiciji stopnje deg φ = 1 pomeni, da je φ∗K(C2) = K(C1), torej je φ∗
izomorfizem obsega funkcij. Po tocˇki 2. izreka 3.2.8 za inverzno preslikavo (φ∗)−1 :
K(C1) → K(C2) obstaja taka racionalna preslikava ψ : C2 → C1, da je ψ∗ = (φ∗)−1.
Ker je C2 gladka, je ψ dejansko morfizem. Iz (φ ◦ ψ)∗ = ψ∗ ◦ φ∗ = idK(C2) in (ψ ◦ φ)∗ =
φ∗ ◦ ψ∗ = idK(C1) zaradi enolicˇnosti v tocˇki 2. izreka 3.2.8 sledi, da sta φ ◦ ψ = idC2 in
ψ ◦ φ = idC1 Torej sta φ in ψ izomorfizma. 
Izrek 3.2.8 in trditev 3.2.11 povezˇeta krivulje s pripadajocˇimi obsegi racionalnih funkcij
v smislu ekvivalence kategorij [137, poglavje II.2].
Definicija 3.2.12. Naj bo φ : C1 → C2 nekonstantna racionalna preslikava gladkih
krivulj. Za izbrano tocˇko P ∈ C1 je indeks ramifikacije φ definiran kot
eφ(P ) = ordP (φ
∗tφ(P )),
kjer je tφ(P ) ∈ K(C2) uniformizator v tocˇki φ(P ). Ker vedno velja eφ(P ) ≥ 1, pravimo,
da je φ neramificirana v tocˇki P za eφ(P ) = 1. Cˇe je φ neramificirana v vseh tocˇkah,
recˇemo da je neramificirana.
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Trditev 3.2.13. [137, Trditev II.2.6] Za nekonstantno racionalno preslikavo φ : C1 → C2
med gladkima krivuljama veljajo naslednje trditve:
1. Za vsako tocˇko Q ∈ C2 je ∑
P∈φ−1(Q)
eφ(P ) = deg φ;
2. Za vse razen za koncˇno mnogo tocˇk Q ∈ C2 velja
#φ−1(Q) = degs(φ);
3. Naj bo ψ : C2 → C3 nekonstantna racionalna preslikava med gladkima krivuljama.
Za vsak P ∈ C1 velja
eψ◦φ(P ) = eφ(P )eψ(φ(P )).

Posledica 3.2.14. Preslikava φ : C1 → C2 je neramificirana natanko tedaj, ko je #φ−1(Q) =
deg(φ) za vsak Q ∈ C2.
Dokaz. Iz tocˇke 1. trditve 3.2.13 sledi, da je #φ−1(Q) = deg φ ekvivalentno∑
P∈φ−1(Q)
eφ(P ) = #φ
−1(Q).
Ker je eφ(P ) ≥ 1 je to res natanko tedaj, ko je eφ(P ) = 1. 
Opomnimo, da je trditev 3.2.13 analogna izrekom, ki opisujejo ramifikacijo prasˇtevil v
sˇtevilskih obsegih. Za sˇtevilski obseg L/K je postavka 1. analogna dejstvu
∑
eifi = [K :
Q]; postavka 2. je analogna dejstvu, da samo koncˇno mnogo prasˇtevil obsega K ramificira
v obsegu L; postavka 3. pa nam da vecˇkratnost stopnje ramifikacije v stolpu obsegov [86].
Primer. Naj bo φ : P1 → P1 preslikava med premicama dana s predpisom φ([X, Y ]) =
[X3(X − Y )2, Y 5]. Preslikava φ je ramificirana v tocˇkah [0, 1] in [1, 1]. Velja eφ([0, 1]) = 3
in eφ([1, 1]) = 2, posledicˇno je∑
P∈φ−1([0,1])
eφ(P ) = eφ([0, 1]) + eφ([1, 1]) = 5 = deg φ.
•
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3.2.2 Frobeniusova preslikava
Dan je obseg K s karakteristiko p > 0 in sˇtevilo oblike q = pr. Polinomu f ∈ K[X]
priredimo polinom f (q), tako da vsak koeficient dvignemo na q-to potenco. Potem za
poljubno krivuljo C/K lahko definiramo novo krivuljo C(q)/K, tako da opiˇsemo njen
homogen ideal kot
I(C(q)) = ⟨{f (q) : f ∈ I(C)⟩.
Definicija 3.2.15. Frobeniusov morfizem je preslikava
φ : C → C(q),
[x0, . . . , xn] ↦→ [xq0, . . . , xqn].
Za dobro definiranost φ je dovolj dokazati, da je za vsak P = [x0, . . . , xn] ∈ C slika
φ(P ) ∈ C(q). Res, φ(P ) je nicˇla vsakega generatorja f (q) ideala I(C(q)) :
f (q)(φ(P )) = f (q)(xq0, . . . , x
q
n)
= (f(x0, . . . , xn))
q ker je char(K) = p
= 0 ker je f(P ) = 0.
Primer. Naj bo C krivulja v P2 podana z enacˇbo
Y 2Z = X3 + aX2Z + bZ3.
Krivulja C(q) ima potem enacˇbo
Y 2Z = X3 + aqX2Z + bqZ3.
•
V naslednji trditvi bomo opisali osnovne lastnosti Frobeniuosove preslikave.
Trditev 3.2.16. [137, Trditev II.2.11]. Naj bo K popolni obseg karakteristike p > 0
(definiran v A.2.8). Za krivuljo C nad K in Frobeniusov morfizem φ : C → C(q) veljajo
naslednje trditve:
1. φ∗K(C(q)) = K(C)q = {f q : f ∈ K(C)}, kjer je φ∗ definiran v (3.4);
2. φ je cˇisto neseparabilen;
3. deg φ = q.

Posledica 3.2.17. [137, Posledica II.2.12]. Vsaka preslikava ψ : C1 → C2 gladkih krivulj
nad obsegom karakteristike p > 0 faktorizira kot
C1
φ→ C(q)1 λ→ C2,
kjer je q = degi(ψ), φ je q-ti Frobeniusov morfizem in λ je separabilna. 
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3.3 Delitelji
Delitelji so sestavljeni iz podraznoterosti kodimenzije 1. Iz grupe deliteljev lahko raz-
beremo veliko informacij o raznoterostih. Med drugim z delitelji definiramo grupo na
elipticˇni krivulji, uporabljajo pa se tudi pri racˇunanju parjenj, zato si jih bomo v nadalje-
vanju podrobneje ogledali. Podobno kot v prejˇsnjih razdelkih, bomo tudi delitelje vpeljali
na projektivnih krivuljah, tj. algebraicˇnih raznoterostih dimenzije 1. V nadaljevanju bo
C oznacˇevala krivuljo definirano nad obsegom K. Kot vedno bomo racˇunali s tocˇkami
nad K.
Definicija 3.3.1. Delitelj D je formalna vsota tocˇk
D =
∑
P∈C
nP (P ), (3.6)
kjer nP ∈ Z in nP = 0 za vse razen za koncˇno mnogo tocˇk P ∈ C. Delitelj, kjer so vsi
nP = 0, oznacˇimo z 0. Podpora delitelja je koncˇna mnozˇica
Supp(D) = {P ∈ C : nP ̸= 0}.
Definirajmo sˇe
−D =
∑
P∈C
(−nP )(P ),
in vsoto
D +D′ =
∑
P∈C
(nP + n
′
P )(P ).
Cˇe je D =
∑m
i=1 nm(P ), kjer so vsi nm ≥ 0, potem oznacˇimo D ≥ 0 in ga imenujemo
ucˇinkoviti delitelj. Relacijo ≥ definiramo s pravilom
D ≥ D′ ⇔ nP ≥ n′P ∀P ∈ C.
Mnozˇico vseh deliteljev krivulje C oznacˇimo z Div(C).
Trditev 3.3.2. Mnozˇica vseh deliteljev Div(C) na krivulji C je prosta Abelova grupa. 
Definicija 3.3.3. Stopnja delitelja D je definirana z
degD =
∑
P∈C
nP . (3.7)
Z
Div0(C) = {D ∈ Div(C) : degD = 0}
oznacˇimo mnozˇico deliteljev stopnje 0.
Lema 3.3.4. Div0(C) je podgrupa grupe Div(C). 
Definicija 3.3.5. Naj bo D =
∑
P∈C nP (P ) delitelj na krivulji C. Za σ ∈ Gal(K/K)
definiramo σ(D) =
∑
P∈C nP (σ(P )). Pravimo, da je D definiran nad obsegom K, cˇe
je σ(D) = D za vsak σ ∈ Gal(K/K). Grupo deliteljev definiranih nad K oznacˇimo z
DivK(C) in podgrupo deliteljev reda 0 oznacˇimo z Div
0
K(C).
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Cˇe je delitelj D = n1(P1) + . . . + nm(Pm) definiran nad K, to ne implicira nujno, da
so vsi Pi ∈ C(K).
Primer. Naj bo C : x2+y2 = 6z2 definirana nad Q in naj bosta P = [1+
√
2, 1−√2, 1],
Q = [1−√2, 1+√2, 1] ∈ C(Q(√2)) ⊂ C(K). Izberimo D = (P )+(Q). Dovolj je preveriti
σ(D) za vsak σ ∈ Gal(Q(√2)/Q). Edini netrivialni avtomorfizem je σ(√2) = −√2, zato
je σ(P ) = Q in σ(Q) = P. Torej velja σ(D) = D in D je definiran nad Q. •
Definicija 3.3.6. Naj bo C gladka krivulja in naj bo f ∈ K(C)∗. Delitelj funkcije f
je definiran kot
div(f) =
∑
P∈C
ordP (f)(P ).
Delitelj D ∈ Div(C) je glavni delitelj, cˇe je oblike D = div(f) za neko funkcijo f ∈
K(C)∗. Mnozˇico glavnih deliteljev oznacˇimo s Prin(C).
Red funkcije ordP (f) smo definirali v 3.2.2. Po trditvi 3.2.4 je zgoraj definiran div(f)
res delitelj. Lastnosti glavnih deliteljev so zajete v naslednji trditvi.
Trditev 3.3.7. Za racionalni funkciji f, f ′ ∈ K(C)∗ na gladki krivulji C veljajo naslednje
trditve:
1. div(ff ′) = div(f) + div(f ′);
2. div(1/f) = −div(f);
3. div(f + f ′) ≥∑P∈C min{ord(f), ord(f ′)}(P );
4. div(fn) = n · div(f), za poljuben n ∈ Z;
5. Naj bo f ∈ K(C) in σ ∈ GalK/K , potem je div(σ(f)) = σ(div(f));
6. Cˇe je f ∈ K(C), potem je div(f) ∈ DivK(C);
7. Preslikava div : K(C)∗ → Div(C) je homomorfizem Abelovih grup;
8. Prin(C) je podgrupa grupe Div(C).
Dokaz.
1.
div(ff ′) =
∑
P ordP (ff
′)(P )
=
∑
P (ordP (f) + ordP (f
′))(P )
=
∑
P ordP (f)(P ) +
∑
P ordP (f
′)(P )
= div(f) + div(f ′).
2. Po definiciji 3.2.2 izracˇunamo ordP (1/f) = ordP (1) − ordP (f) = −ordP (f). Sledi,
div(1/f) = −div(f).
3. Sledi iz definicije div(f) in dejstva, da je ordP (f + f
′) ≥ min{ord(f), ord(f ′)}.
4. V tocˇki 1. izberimo f = f ′ in uporabimo indukcijo.
3.3. DELITELJI 25
5.
div(σ(f)) =
∑
P ord(σ(f))(P )
=
∑
P ord(σ(f))(σ(P )) sledi iz enakost 3.2 na strani 14
=
∑
P ord(f)(σ(P )) sledi iz lastnosti ord na strani 19
= σ(div(f)).
6. Za f ∈ K(C) po enakosti (3.1) velja σ(f) = f. Iz tocˇke 5. in definicije 3.3.5 potem
sledi div(f) ∈ DivK(C).
7. Sledi iz definicije glavnih deliteljev in dejstva, da je ordP diskretna valuacija na
obsegu racionalnih funkcij. Definicijo valuacije najdemo v dodatku A.4.
8. Sledi iz prejˇsnjih tocˇk.

Definicija 3.3.8. Delitelja D1 in D2 sta linearno ekvivalentna D1 ∼ D2 cˇe je D1−D2
glavni delitelj. Grupa razredov deliteljev (ang. divisor class group) krivulje C ali
Picardova grupa krivulje C oznacˇena s Pic(C) je faktorska grupa Div(C)/Prin(C). S
PicK(C) oznacˇimo podgrupo deliteljev Pic(C), ki jih GalK/K pusti fiksirane.
V splosˇnem ne velja, da je PicK(C) faktorska grupa DivK(C) po njeni podgrupi glavnih
deliteljev.
Lema 3.3.9. Na premici P1 je vsak delitelj stopnje 0 glavni delitelj. Preslikava
deg : Pic(P1)→ Z
je izomorfizem.
Dokaz. Naj ima delitelj D =
∑
P nP (P ) stopnjo 0. Oznacˇimo P = [αP , βP ]. Vidimo, da
je D delitelj racionalne funkcije ∏
P∈P1
(βPX − αPY )nP .
Ta funkcija je v K(P1), saj je
∑
nP = 0. Nevtralni element grupe Pic(P1) je ekvivalencˇni
razred glavnih deliteljev in ker so vsi delitelji stopnje 0 glavni, je preslikava injektivna.
Surjektivnost sledi iz dejstva, da je deg diskretna valuacija (katere opis je v dodatku
A.4.5). 
V [137, poglavje II] najdemo tudi obrat; cˇe je C gladka krivulja s Picardovo grupo
Pic(C) ≃ Z, potem je C izomorfna P1 .
Izrek 3.3.10. Naj bo C gladka krivulja in f ∈ K(C)∗. Potem je div(f) = 0 natanko
tedaj, ko je f ∈ K∗.
Dokaz. Cˇe je div(f) = 0, potem f nima polov in zato porojena preslikava ℓ : C → P1
(3.3) na strani 19 ni surjektivna. Po izreku 3.2.7 je taka preslikava konstantna, torej je
f ∈ K∗. 
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Primer. Naj bo char(K) ̸= 0 in naj bodo e1, e2, e3 ∈ K razlicˇni. Oglejmo si krivuljo z
naslednjo enacˇbo:
C : y2z = (x− e1z)(x− e2z)(x− e3z).
Krivulja je gladka in ima tocˇko [0, 1, 0] v neskoncˇnosti, ki jo bomo oznacˇili s P∞. Naj bodo
Pi = [ei, 0, 1] ∈ C za i = 1, 2, 3. Potem lahko izracˇunamo
div
(
x− eiz
z
)
= 2(Pi) + (P∞)− 3(P∞) = 2(Pi)− 2(P∞)
in
div
(y
z
)
= (P1) + (P2) + (P3)− 3(P∞).
•
Definicija 3.3.11. V Picardovi grupi Pic(C) oznacˇimo delitelje s stopnjo 0 s Pic0(C).
To je faktorska grupa grupe Div0(C) z njeno podgrupo glavnih deliteljev. Definirajmo sˇe
Pic0K(C) kot podgrupo Pic
0(C), fiksirano z GalK/K .
Opomba: Izrek 3.3.10 in definicijo 3.3.11 lahko povzamemo z naslednjim eksaktnim
zaporedjem
1→ K∗ → K(C)∗ div−→ Div0(C)→ Pic0(C)→ 0. (3.8)
Naj bo φ : C1 → C2 nekonstantna racionalna preslikava med gladkimi krivuljami. Kot
smo videli v razdelku 3.2.1, φ porodi preslikavi na obsegu racionalnih funkcij
φ∗ : K(C2)→ K(C1) in φ∗ : K(C1)→ K(C2).
Podobno definiramo preslikave na grupi deliteljev in sicer:
φ∗ : Div(C2) → Div(C1) in φ∗ : Div(C1) → Div(C2)
(Q) ↦→
∑
P∈φ−1(Q)
eφ(P )(P ) (P ) ↦→ (φ(P )). (3.9)
Za dani delitelj D =
∑
P∈C np(P ) ∈ Div(C) izberimo tako racionalno funkcijo f ∈ K(C)∗,
da sta podpori deliteljev D in div(f) disjunktni. Potem lahko definiramo
f(D) =
∏
P∈C
f(P )np . (3.10)
Trditev 3.3.12. Za nekonstantno preslikavo φ : C1 → C2 med gladkima krivuljama velja:
1. deg(φ∗D) = (deg φ)(degD) za vsak D ∈ Div(C2);
2. φ∗(div f) = div(φ∗f) za vsak f ∈ K(C2)∗;
3. deg(φ∗D) = degD za vsak D ∈ Div(C1);
4. φ∗(div f) = div(φ∗f) za vsak f ∈ K(C1)∗;
5. φ∗ ◦ φ∗ deluje kot mnozˇenje z deg φ na Div(C2);
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6. Naj bo C3 gladka krivulja in ψ : C2 → C3 nekonstantna preslikava. Potem velja
(ψ ◦ φ)∗ = φ∗ ◦ ψ∗ in (ψ ◦ φ)∗ = ψ∗ ◦ φ∗;
7. Izberimo take f1 ∈ K(C1)∗ in f2 ∈ K(C2)∗, ter D1 ∈ Div(C1) in D2 ∈ Div(C2),
da sta podpori div(f1) in div(f2) zaporedoma disjunktni od podpor D1 in D2. Potem
velja:
(a) f1(φ
∗D2)) = (φ∗f1)(D2);
(b) f2(φ∗D1)) = (φ∗f2)(D1).
Skica dokaza. Dokaz celotne trditve je v nekaterih tocˇkah enostaven, v ostalih pa dolg
in tehnicˇen, zato bomo samo podali skico dokaza.
1. Sledi direktno iz tocˇke 1. v trditvi 3.2.13.
2. Sledi iz definicij in dejstva, da za vsako tocˇko P ∈ C1 velja ordP (φ∗f) = eφ(P )ordφP (f).
3. Sledi iz definicije stopnje (3.7) in φ∗ (3.9).
4. Dokaz je na voljo v [86].
5. Sledi direktno iz definicije φ∗, φ∗ in tocˇke 1. v trditvi 3.2.13.
6. Prvi del sledi direktno iz tocˇke 3. v trditvi 3.2.13, drugi del je ocˇiten.
7. Dokaz je na voljo v [137, poglavje II.3].

Opomba: Iz trditve 3.3.12 sledi, da φ∗ in φ∗ slikata delitelje stopnje 0 v delitelje stopnje
0 ter glavne delitelje v glavne delitelje. Drugacˇe povedano,
φ∗ : Pic0(C2)→ Pic0(C1)
in
φ∗ : Pic0(C1)→ Pic0(C2).
Opomba: Naj bo f ∈ K(C) nekonstantna funkcija na gladki krivulji C in ℓ : C → P1
pripadajocˇa preslikava (3.3). Iz definicije ℓ sledi
div(f) = l∗((0)− (∞)).
Potem je
deg div(f) = deg ℓ∗((0)− (∞)) = deg f − deg f = 0. (3.11)
Pomemben rezultat v teoriji deliteljev je tudi Weilov izrek o reciprocˇnosti.
Izrek 3.3.13. Naj bosta f in g nenicˇelni funkciji na krivulji C nad K. Cˇe sta podpori
div(f) in div(g) disjunktni, velja
f(div(g)) = g(div(f)).
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Dokaz. Rezultat bomo najprej dokazali za primer premice C = P1. Tocˇke
[x, z] =
{
[x/z, 1] ; z ̸= 0
[1, 0] ; z = 0
iz P1(K) lahko identificiramo z {a ∈ K}∪{∞}. Funkcija f na C je ulomek u(x, z)/v(x, z)
dveh homogenih polinomov nad K enakih stopenj. Dejansko se lahko omejimo na afino
mnozˇico z = 1, in na f gledamo kot u(x)/v(x), kjer sta u(x), v(x) ∈ K[x]. Cˇe je f =∏m
i=1(x − ai)nai , potem je div(f) =
∑m
i=1 nai(ai) − n∞(∞), kjer je n∞ =
∑m
i=1 nai =
deg(u(x))− deg(v(x)).
Naj bo f kot zgoraj in naj bo g =
∏m′
j=1(x − bj)nbj . Privzemimo, da imata div(f) in
div(g) disjunktni podpori brez tocˇk v neskoncˇnosti, kar pomeni, ai ̸= bj za vsak i, j in∑m
i=1 nai =
∑m′
j=1 nbj = 0. Potem velja
f(div(g)) =
m′∏
j=1
m∏
i=1
(bj − ai)nainbj
= (−1)(
∑m
i=1
∑m′
j=1 nainbj )
m′∏
j=1
m∏
i=1
(ai − bj)nainbj
= g(div(f)),
kjer je predznak enak 1 zaradi
∑m
i=1 nai =
∑m′
j=1 nbj = 0.
Cˇe pa se ∞ pojavi v podpori enega izmed deliteljev div(f), div(g), potem sta stopnji
u(x) in v(x) razlicˇni. V tem primeru definiramo (∞− bi)/(∞− bj) = 1 oziroma (∞−
ai)/(∞− aj) = 1 in nadaljujemo kot zgoraj.
Za C ̸= P1 pa dokazˇemo izrek takole. Naj bo i = x/z funkcija identitete na P1. Potem
je div(i) = (0)− (∞) in po trditvi 3.3.12 dobimo div(g) = g∗(div(i)). Posledicˇno velja
f(div(g)) = f(g∗(div(i))) = (g∗f)(div(i)).
Ker je g∗f funkcija na P1 po zgoraj dokazanem velja
(g∗f)(div(i)) = i(div(g∗f)).
Za dokoncˇanje dokaza potrebujemo sˇe naslednji izracˇun
i(div(g∗f)) = (g∗i)(div(f)) = i ◦ g(div(f)) = g(div(f)).

Celotno teorijo deliteljev na ravninskih krivuljah je mozˇno razviti s pomocˇjo Bezou-
tovega izreka. Med drugim Bezoutov izrek omogocˇa elegantno racˇunanje deliteljev racio-
nalnih funkcij.
Izrek 3.3.14. (Bezout) [45]. Naj bosta C1 in C2 krivulji v P2(K) podani kot nicˇli homo-
genih polinomov stopenj d1 in d2. Potem je
#(C1 ∩ C2) = d1 · d2.

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Zgornji izrek nam v jeziku deliteljev pove, da je∑
P∈C1∩C2
nP = d1 · d2.
S pomocˇjo Bezoutovega izreka lahko enostavno dokazˇemo enakost (3.11) za ravninske
krivulje. Cˇe je f/g ∈ K(C) racionalna funkcija, potem velja
div
(
f
g
)
= div(f)− div(g) = ({f = 0} ∩ C)− ({g = 0} ∩ C)
in sledi
deg div
(
f
g
)
= 0.
V nadaljevanju bomo navedli Riemann-Rochov izrek, ki je eden kljucˇnih izrekov alge-
braicˇne geometrije krivulj. Potrebovali ga bomo za konstrukcijo grupe tocˇk na krivuljah.
Najprej pa definiramo nekaj struktur, ki nastopajo v Riemann-Rochovem izreku.
Definicija 3.3.15. Naj bo C projektivna krivulja. Prostor diferencialnih form ΩC je
K(C)-vektorski prostor, generiran s simboli oblike dx, za katere veljajo pravila odvajanja:
d(x + y) = dx + dy, d(xy) = xdy + ydx, za x, y ∈ K(C) ter da = 0 za a ∈ K. Vsako
formo ω ∈ ΩC lahko predstavimo z deliteljem div(ω) ∈ Div(C). Izkazˇe se, da poljubni
ω ∈ ΩC definira isti razred delitelja v Pic(C). Kanonicˇni delitelj na C definiramo kot
div(ω) ∈ Pic(C).
Sˇtudij diferencialnih form presega okvir tega dela, opis je na voljo v [137, poglavje II].
Definicija 3.3.16. Za D ∈ Div(C) je linearni sistem funkcij
L(D) = {f ∈ K(C)∗ : div(f) ≥ −D} ∪ {0}.
Opazimo, da L(D) sestavljajo funkcije, ki imajo pole kvecˇjemu v D. Mnozˇica L(D)
je koncˇni vektorski prostor nad K [137, poglavje III] in njegovo dimenzijo oznacˇimo z
ℓ(D) = dimKL(D). Pri racˇunanju dimenzij linearnih sistemov nam koristi naslednja lema.
Lema 3.3.17. Naj za izbrani D ∈ Div(C) velja degD < 0. Potem je L(D) = {0} in
ℓ(D) = 0.
Dokaz. Izberimo nenicˇelni f ∈ L(D). Ker je deg div(f) = 0 in div(f) ≥ −D, sledi
0 = deg div(f) ≥ deg(−D) = − degD
Posledicˇno je degD ≥ 0. Ker smo za izbrani D privzeli deg(D) < 0, sledi L(D) = {0} in
ℓ(D) = 0. 
Zdaj imamo definirano vse potrebno za Riemann-Rochov izrek. Dokaza zaradi dolzˇine
in zahtevnosti ne bomo navajali, na voljo je v [60] ali [87].
Izrek 3.3.18. (Riemann - Roch). Naj bo C gladka krivulja in KC kanonicˇni delitelj na C.
Potem obstaja tako celo sˇtevilo g ≥ 0, imenovano rod krivulje C, da je za vsak delitelj
D ∈ Div(C) izpolnjena enakost
ℓ(D)− ℓ(KC −D) = degD − g + 1.

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Posledica 3.3.19. Veljajo naslednje trditve:
1. ℓ(KC) = g;
2. degKC = 2g − 2;
3. Cˇe je degD > 2g − 2, potem je ℓ(D) = degD − g + 1.
Dokaz.
1. Izberimo D = 0 in uporabimo Riemann-Rochov izrek 3.3.18, kjer uposˇtevamo, da
je L(0) = K in ℓ(0) = 1.
2. Izberimo D = KC in uporabimo tocˇko 1. zgoraj.
3. Prevzemimo, da je degD > 2g− 2. Potem iz tocˇke 2. zgoraj sledi deg(KC −D) < 0
in po lemi 3.3.17 je ℓ(KC −D) = 0. Zdaj lahko uporabimo izrek 3.3.18.

Poglavje 4
ELIPTICˇNE KRIVULJE
V tem poglavju si bomo ogledali elipticˇne krivulje. Spomnimo se, da so krivulje alge-
braicˇne raznoterosti dimenzije 1, zato zanje veljajo vse lastnosti, ki veljajo za splosˇne
algebraicˇne raznoterosti. Elipticˇne krivulje so algebraicˇne krivulje rodu 1 (rod smo defi-
nirali v Riemann-Rochovem izreku 3.3.18).
Najprej bomo obravnavali ravninske elipticˇne krivulje, definirane v P2 kot mnozˇica
resˇitev Weierstrassove enacˇbe. Nato bomo uvedli strukturo grupe na elipticˇni krivulji. Pri
tem bomo dokazali, da sta tako definirana grupa in Picardova grupa deliteljev izomorfni,
kar je bistveno za razumevanje racˇunanja parjenj v 5. poglavju. Nadaljevali bomo z
opisom izogenij, ovojev in torzijskih tocˇk. Posebej bomo predstavili elipticˇne krivulje
nad koncˇnimi obsegi, ki se uporabljajo v kriptografiji. Podrobneje si bomo ogledali tudi
razdelitev na supersingularne in navadne krivulje. Poglavje bomo zakljucˇili z definicijo
kompleksnega mnozˇenja, ki sluzˇi za konstrukcije krivulj.
V tem in naslednjih poglavjih bomo zaradi lazˇjega zapisa Z/nZ pogosto oznacˇevali z
Zn.
4.1 Weierstrassove enacˇbe
V P2 si oglejmo mnozˇico resˇitev naslednje kubicˇne enacˇbe:
Y 2Z + a1XY Z + a3Y Z
2 = X3 + a2X
2Z + a4XZ
2 + a6Z
3, (4.1)
kjer so a1, . . . , a6 ∈ K. Enacˇbam take oblike pravimoWeierstrassove enacˇbe. Opazimo,
da je [0, 1, 0] edina tocˇka krivulje, ki lezˇi v ∞ glede na afino ravnino z ̸= 0. Za lazˇjo
notacijo, bomo uporabili nehomogene koordinate x = X/Z in y = Y/Z. Zgornja enacˇba
(4.1) se prevede v
E : y2 + a1xy + a3y = x
3 + a2x
2 + a4x+ a6. (4.2)
Taki enacˇbi pravimo tudi splosˇna Weierstrassova enacˇba. Cˇe je char(K) ̸= 2, lahko
splosˇno Weierstrassovo enacˇbo (4.2) poenostavimo s preprosto substitucijo y ↦→ 1/2(y −
a1x− a3) in dobimo
E : y2 = 4x3 + b2x
2 + 2b4x+ b6, (4.3)
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kjer so
b2 = a
2
1 + 4a2,
b4 = 2a4 + a1a3,
b6 = a
2
3 + 4a6.
(4.4)
Vpeljimo sˇe naslednje oznake, ki jih bomo uporabljali v nadaljevanju:
b8 = a
2
1a6 + 4a2a6 − a1a3a4 + a2a23 − a24,
c4 = b
2
2 − 24b4,
c6 = −b32 + 36b2b4 − 216b6,
∆ = −b22b8 − 8b34 − 27b26 + 9b2b4b6,
j =
c34
∆
,
ω = dx
2y+a1x+a3
= dy
3x2+2a2x+a4−a1y .
(4.5)
Iz zgornjih definicij sledita zvezi:
4b8 = b2b6 − b24
1728∆ = c34 − c26.
Cˇe je char(K) ̸= 2, 3, potem lahko enacˇbo (4.3) z zamenjavo x ↦→ (x − 3b2)/36 in y ↦→
y/108 prevedemo na
E : y2 = x3 − 27c4x− 54c6. (4.6)
Definicija 4.1.1. Vrednosti ∆ = −b22b8 − 8b34 − 27b26 + 9b2b4b6 pravimo diskriminanta
Weierstrassove enacˇbe, vrednosti j =
c34
∆
pravimo j-invarianta elipticˇne krivulje E in
ω =
dx
2y + a1x+ a3
=
dy
3x2 + 2a2x+ a4 − a1y je invariantni diferencial povezan z Wei-
erstrassovo enacˇbo.
Kdaj je Weierstrassova enacˇba elipticˇne krivulje enolicˇna, nam pove naslednji izrek.
Izrek 4.1.2. [137, trditev III.3.1] Na elipticˇni krivulji E nad obsegom K izberimo tocˇko
O ∈ E(K).
1. Obstajata taki funkciji X, Y ∈ K(E), da preslikava
φ : E → P2, φ = [X, Y, 1]
porodi izomorfizem med krivuljo E/K in krivuljo z Weierestrassovo enacˇbo
EW : y
2 + a1xy + a3y = x
3 + a2x
2 + a4x+ a6.
Poleg tega velja φ(O) = [0, 1, 0], ki je edina tocˇka v ∞ na EW . Taki funkciji X in
Y imenujemo Weierestrassovi koordinatni funkciji na krivulji E.
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2. Poljubni Weierstrassovi enacˇbi EW in EW ′ za krivuljo E sta povezani z linearno
transformacijo spremenljivk
x = u2x′ + r, y = u3y′ + su2x′ + t,
kjer so u, r, s, t ∈ K in u ̸= 0.

Cˇe za linearno transformacijo v tocˇki 2. trditve 4.1.2 izracˇunamo vse nove koeficiente
a′i in vrednosti ∆
′, j′, ω′, vidimo, da je j′ = j. Od tod j-invarianta dobi tudi ime, saj je
invarianta izomorfnega razreda krivulje.
Zaradi lazˇjega zapisa se v primerih, ko je char(K) ̸= 2, 3, uporablja tudi naslednja
oblika Weierestrassove enacˇbe
E : y2 = x3 + Ax+B.
Pripadajocˇi vrednosti ∆ in j sta potem enaki
∆ = −16(4A3 + 27B2), j = −1728(4A)
3
∆
. (4.7)
Izrek 4.1.3.
1. Za krivuljo z Weierestrassovo enacˇbo (4.2) velja:
(a) Krivulja je nesingularna natanko tedaj, ko je ∆ ̸= 0;
(b) Pri vrednostih ∆ = 0 in c4 ̸= 0, ali ∆ = c4 = 0, obstaja natanko ena singularna
tocˇka.
2. Dve gladki elipticˇni krivulji nad obsegom K sta izomorfni natanko tedaj, ko imata
enaki j-invarianti.
3. Za vsak j0 ∈ K obstaja gladka elipticˇna krivulja definirana nad obsegom K(j0) z
j-invarianto enako j0.
Dokaz.
1. Naj bo E krivulja z Weierstrassovo enacˇbo
E : f(x, y) = y2 + a1xy + a3y − x3 − a2x2 − a4x− a6 = 0.
Najprej bomo pokazali, da tocˇka v neskoncˇnosti nikoli ni singularna. V homogeni
enacˇbi
F (X, Y, Z) = Y 2Z + a1XY Z + a3Y Z
2 −X3 − a2X2Z + a4XZ2 − a6Z3 = 0
ima tocˇka v ∞ koordinate O = [0, 1, 0]. Iz ∂F/∂Z(O) = 1 ̸= 0 sklepamo, da
O ni singularna tocˇka krivulje. Naj bo zdaj E singularna v tocˇki P0 = (x0, y0).
Substitucija x ↦→ x′ + x0, y ↦→ y′ + y0 ohrani vrednosti invariant j, ∆ in c4, zato
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lahko brez sˇkode za splosˇnost predpostavimo, da je P0 = (0, 0). Potem velja a6 =
f(0, 0) = 0, a4 = ∂f/∂x(0, 0) = 0, a3 = ∂f/∂y(0, 0) = 0 in enacˇba za E ima obliko
E : f(x, y) = y2 + a1xy − a2x2 − x3 = 0.
Od tod razberemo
c4 = (a
2
1 + 4a2)
2 in ∆ = 0.
Kvadratna forma y2 + a1xy − a2x2 je produkt dveh enakih ali razlicˇnih linearnih
faktorjev pri pogoju a21 + 4a2 = 0 oziroma a
2
1 + 4a2 ̸= 0. V teh primerih je E
singularna v tocˇki (0, 0).
Dokazˇimo zdaj sˇe obrat. Preveriti moramo, da je ∆ ̸= 0 za gladko E. Zaradi
enostavnosti predpostavimo, da je char(K) ̸= 2. Tako Weierestrassova enacˇba dobi
obliko
E : y2 = 4x3 + b2x
2 + 2b4x+ b6.
Podobno kot zgoraj preverimo, da je E singularna natanko tedaj, ko obstaja tocˇka
(x0, y0) ∈ E, ki zadosˇcˇa
2y0 = 12x
2
0 + 2b2x0 + 2b4 = 0.
Singularne tocˇke so torej ravno tocˇke oblike (x0, 0), kjer je x0 dvojni koren 4x
3 +
b2x
2 + 2b4x+ b6 = 0. Ta kubicˇni polinom pa ima dvojno nicˇlo natanko takrat, ko je
njegova diskriminanta, ki je 16∆, enaka 0. Ker kubicˇni polinom ne more imeti dveh
dvojnih nicˇel, ima E lahko kvecˇjemu eno singularno tocˇko.
2. Cˇe sta dve gladki elipticˇni krivulji izomorfni, potem transformacija v izreku 4.1.2
ohranja vrednosti j-invariante. Za dokaz bomo predpostavili, da je char(K) ̸= 2, 3.
Naj bosta E in E ′ elipticˇni krivulji Weierestrassove oblike z enako j-invarianto in
enacˇbama
E : y2 = x3 + Ax+B,
E ′ : (y′)2 = (x′)3 + A′x′ +B′.
Za j = j′ sledi,
A3B′2 = A′3B2.
Izomorfizem med E in E ′ je torej oblike (x, y) = (u2x′, u3y′). Locˇimo tri primere:
(a) A = 0 natanko tedaj, ko je j = 0. Ker je ∆ ̸= 0 mora biti B ̸= 0, zato je tudi
A′ = 0. Izomorfizem dobimo, cˇe za u vzamemo vrednost u = (B/B′)1/6.
(b) B = 0 natanko tedaj, ko je j = 1728. Potem je A′ ̸= 0 in B′ = 0, torej za u
vzamemo u = (A/A′)1/4.
(c) AB ̸= 0 natanko tedaj, ko je j ̸= 0 in 1728. Potem je tudi A′B′ ̸= 0. Za u
vzamemo u = (A/A′)1/4 = (B/B′)1/6.
3. Naj bo j0 ̸= 0 in 1728. Za naslednjo krivuljo
E : y2 + xy = x3 − 36
j0 − 1728x−
1
j0 − 1728
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izracˇunajmo pripadajocˇe invariante
∆ =
j20
(j0 − 1728)3 in j = j0.
V primeru j0 = 0 vzamemo krivuljo
E : y2 + y = x3 z invariantama ∆ = −27, j = 0.
V primeru j0 = 1728 pa vzamemo krivuljo
E : y2 = x3 + x z invariantama ∆ = −64, j = 1728.
V obsegu s karakteristiko 2 ali 3, je 1728 enako 0. Pri char(K) = 2 je gladka prva,
pri char(K) = 3 pa druga izmed zgornjih dveh krivulj.

Na sliki 4.1 sta dva primera elipticˇnih krivulj.
Slika 4.1: Primera elipticˇnih krivulj.
4.2 Grupa na elipticˇni krivulji
Naj bo E elipticˇna krivulja podana z Weierstrassovo enacˇbo. Spomnimo se, da je krivulja
E ⊂ P2 sestavljena iz afinih tocˇk P = (x, y), ki zadosˇcˇajo enacˇbi pri z = 1 skupaj s tocˇko
v neskoncˇnosti O = [0, 1, 0]. Naj bo L ⊂ P2 premica. Ker ima polinom za E stopnjo
3, premica L po Bezoutovem izreku 3.3.14 seka E natanko v 3 tocˇkah. Presecˇne tocˇke
niso nujno razlicˇne, kar se zgodi, ko je L tangenta na E. Definirajmo operacijo ⊕ na E z
naslednjim pravilom:
Definicija 4.2.1. Izberimo tocˇki P,Q ∈ E. Naj bo L premica skozi P in Q (tangenta,
cˇe je P = Q) in R′ tretja tocˇka, kjer L seka E. Naj bo L′ premica skozi R′ in tocˇko v
neskoncˇnosti O. Naj bo R tretje presecˇiˇscˇe L′ s krivuljo E. Potem definiramo P ⊕Q = R.
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Slika 4.2: Sesˇtevanje tocˇk na elitpicˇni krivulji.
Definicija operacije ⊕ je nazorno vidna tudi na sliki 4.2. Trditev 4.2.2 pa nam opiˇse
lastnosti operacije ⊕ na tocˇkah krivulje E.
Trditev 4.2.2. Operacija ⊕ ima naslednje lastnosti:
1. Cˇe premica L seka krivuljo E v ne nujno razlicˇnih tocˇkah P,Q,R′, potem velja
(P ⊕Q)⊕R′ = O;
2. P ⊕O = P za vsak P ∈ E;
3. P ⊕Q = Q⊕ P za vsak P,Q ∈ E;
4. Naj bo P ∈ E. Potem obstaja taka tocˇka P ∈ E ′, da velja P ⊕ P ′ = O;
5. Za tocˇke P,Q,R ∈ E velja (P ⊕Q)⊕R = P ⊕ (Q⊕R).
Dokaz. Vse trditve preverimo s pomocˇjo slike 4.2.
1. Sledi iz definicije 4.2.1.
2. Cˇe v definiciji 4.2.1 vzamemo Q = O, vidimo da se premici L in L′ ujemata. Prva
seka krivuljo E v tocˇkah P,O, R′, druga pa v tocˇkah R′,O, P⊕O, torej je P⊕O = P.
3. Sledi iz simetricˇnost konstrukcije v definiciji ⊕.
4. Naj premica skozi P in O seka krivuljo v tocˇki R′. Z uporabo tocˇk 1. in 2. dobimo
O = (P ⊕O)⊕R′ = P ⊕R′.
4.2. GRUPA NA ELIPTICˇNI KRIVULJI 37
5. Dokaz asociativnosti je bolj zahteven in je zajet v izreku 4.2.7, ki je posledica
Riemann-Rochovega izreka. Asociativnost je mozˇno izpeljati tudi iz eksplicitnih
formul za sesˇtevanje na elipticˇni krivulji.

Trditev 4.2.2 nam pove, da tocˇke na krivulji E skupaj z operacijo ⊕ tvorijo Abelovo
grupo z nevtralnim elementom O. Naslednja trditev to eksplicitno potrdi za krivulje
definirane z Weierstrassovo enacˇbo nad obsegom K.
Trditev 4.2.3. Naj bo E definirana nad obsegom K. Potem je
E(K) = {(x, y) ∈ K2 : y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x2 + a4x+ a6} ∪ {O}
podgrupa v E = E(K) glede na operacijo ⊕.
Dokaz. Cˇe imata P in Q koordinate v obsegu K, potem ima koeficiente v K tudi enacˇba
premice, ki ju povezuje. Cˇe je E definirana nad K potem bo tretja presecˇna tocˇka imela
koordinate, ki bodo racionalne funkcije koeficientov premice in krivulje E, torej bodo tudi
v obsegu K. Eksplicitni dokaz bomo podali v nadaljevanju, ko bomo pravilo sesˇtevanja
tudi eksplicitno zapisali. 
V nadaljevanju bomo namesto ⊕ pisali +, poleg tega bomo uporabljali sˇe oznake
mP = P + . . .+ P  
m∈N
, 0P = O in −P + P = O.
Kot zˇe omenjeno bomo v nadaljevanju uporabljali eksplicitne formule za sesˇtevanje
tocˇk na elipticˇni krivulji. Formule bomo zapisali v obliki trditve, dokaz pa je na voljo v
[137].
Trditev 4.2.4. [137, Pravilo III.2.3]. Naj bo E elipticˇna krivulja v Weierstrassovi obliki
E : y2 + a1xy + a3y = x
3 + a2x
2 + a4x+ a6.
1. Za izbrano P0 = (x0, y0) ∈ E je −P0 = (x0,−y0 − a1x0 − a3).
V nadaljevanju oznacˇimo P1 = (x1, y1), P2 = (x2, y2), P3 = (x3, y3) in naj bo P1+P2 = P3.
2. V primeru x1 = x2 in y1 + y2 + a1x2 + a3 = 0 velja P1 + P2 = O. Sicer definirajmo:
(λ, ν) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(
y2 − y1
x2 − x1 ,
y1x2 − y2x1
x2 − x1
)
, cˇe x1 ̸= x2;(
3x21 + 2a2x1 + a4 − a1y1
2y1 + a1x1 + a3
,
−x31 + a4x1 + 2a6 − a3y1
2y1 + a1x1 + a3
)
, cˇe x1 = x2.
Potem je y = λx+ ν premica skozi P1 in P2 oziroma tangenta na E v P1 = P2.
3. Tocˇka P3 = P1 + P2 ima koordinati
x3 = λ
2 + a1λ− a2 − x1 − x2,
y3 = −(λ+ a1)x3 − ν − a3.
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4. Cˇe P1 ̸= ±P2, x3 izracˇunamo po formuli:
x3 =
(
y2 − y1
x2 − x1
)2
+ a1
(
y2 − y1
x2 − x1
)
− a1 − x1 − x2.
Cˇe je P1 = P2 pa x3 dobimo iz formule:
x3 =
x4 − b4x2 − 2b6x− b8
4x3 + b2x2 + 2b4x+ b6
,
kjer so b2, b4, b6 in b8 definirani v (4.4) in (4.5).

Grupo na elipticˇni krivulji lahko uvedemo tudi s pomocˇjo Riemann-Rochovega izreka.
Ta grupa se ujema z zgoraj opisano grupo na Weierstrassovi kubiki.
Trditev 4.2.5. Vsaka gladka krivulja C podana z Weierstrassovo enacˇbo (4.1), je elipticˇna
krivulja.
Dokaz. Naj bo E mnozˇica resˇitev Weierstrassove enacˇbe. Invariantni diferencial je po
definiciji 4.1.1 enak
ω =
dx
2y + a1x+ a3
∈ Ω.C
Ker ω nima nicˇel in polov, je div(ω) = 0. Po Riemmann-Rochovem izreku 3.3.18 pa je
2 · rod(E)− 2 = deg div(ω).
Posledicˇno je rod(E) = 1, kar je definicija elipticˇne krivulje. 
Zdaj bomo uporabili Riemmann-Roch izrek sˇe za vpeljavo pravil sesˇtevanja na tocˇkah
krivulje E.
Lema 4.2.6. Naj bo C krivulja rodu 1 in naj bosta P,Q ∈ C. Potem sta (Q) ∼ (P )
ekvivalentna delitelja natanko tedaj, ko je P = Q.
Dokaz. Naj bosta (P ) ∼ (Q) in izberimo f ∈ K(C), tako da je div(f) = (P ) − (Q).
Iz definicije 3.3.16 linearnega sistema sledi da je f ∈ L((Q)). Po Riemmann-Rochovem
izreku velja dimKL((Q)) = 1. Ker pa L((Q)) zˇe vsebuje konstantno funkcijo, sledi da je
f konstantna funkcija in P = Q. 
Izrek 4.2.7. Naj bo E elipticˇna krivulja skupaj z izbrano tocˇko O.
1. Za vsak delitelj D ∈ Div0(E) obstaja enolicˇno dolocˇena tocˇka P ∈ E, tako da je
D ∼ (P )− (O).
2. Preslikava σ : Div0(E)→ E definirana s predpisom σ(D) = P za D ∼ (P )− (O) je
surjektivna.
3. Naj bosta D1, D2 ∈ Div0(E), Potem je σ(D1) = σ(D2) natanko tedaj, ko je D1 ∼ D2.
Torej je inducirana kvocientna preslikava σ : Pic0(E)→ E bijekcija.
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4. Inverz od σ iz tocˇke 3. je preslikava
κ : E → Pic0(E),
P ↦→ (P )− (O).
5. Cˇe je E podana z Weierstrassovo enacˇbo, potem se operacija sesˇtevanje v definiciji
4.2.1 ujema s sesˇtevanjem porojenim iz Pic0(E) z uporabo σ.
Dokaz.
1. Ker ima E rod 1, je po posledici 3.3.19 Riemmann-Rochovega izreka dimKL(D +
(O)) = 1. Naj bo f ∈ K(E) generator za L(D+(O)). Po definiciji 3.3.16 linearnega
sistema L je div(f) ≥ −D − (O) in po (3.11) velja deg(div(f)) = 0, sledi div(f) =
−D− (O)+(P ) za nek P ∈ E. Torej je D ∼ (P )− (O), kar nam da eksistenco tocˇke
P z zˇelenimi lastnostmi. Dokazati moramo sˇe enolicˇnost. Naj bo P ′ ∈ E tocˇka z
enakimi lastnostmi. Potem (P ) ∼ (D) + (O) ∼ (P ′) in iz leme 4.2.6 sledi P = P ′.
2. Za vsako tocˇko P ∈ E velja, σ((P )− (O)) = P.
3. Naj bostaD1, D2 ∈ Div0(E) in Pi = σ(Di). Iz definicije σ sledi (P1)−(P2) ∼ D1−D2.
Cˇe je P1 = P2, potem je ocˇitno D1 ∼ D2. Obratno, D1 ∼ D2 implicira (P1) ∼ (P2)
in po lemi 4.2.6 je P1 = P2.
4. Sledi iz definicije σ : Pic0(E)→ E.
5. Naj bo E mnozˇica resˇitev Weierstrassove enacˇbe in naj bosta P,Q ∈ E. Za dokaz
bo zadosˇcˇalo, da preverimo
κ(P +Q) = κ(P ) + κ(Q),
kjer je prva operacija + sesˇtevanja na E iz definicije 4.2.1, druga operacija + pa je
sesˇtevanje razredov deliteljev v Pic0(E). Naj bo f(X, Y, Z) = αX + βY + γZ = 0
enacˇba premice L v P2 skozi tocˇki P in Q. Oznacˇimo z R tretjo tocˇko kjer L seka
krivuljo E. Naj bo f ′(X, Y, Z) = α′X + β′Y + γ′Z = 0 enacˇba premica L′ skozi O
in R. Opazimo sˇe, da premica Z = 0 seka E v tocˇki O z vecˇkratnostjo 3. Potem iz
definicije sesˇtevanja 3.2.6 sledi div(f/Z) = (P ) + (Q) + (R)− 3(O) in div(f ′/Z) =
(R)+(O)+(P+Q)−3(O). Posledicˇno velja (P+Q)−(P )−(Q)+(O) = div(f ′/f) ∼ 0.
Torej je κ(P +Q)− κ(P )− κ(Q) = 0.

Posledica 4.2.8. Naj bo E elipticˇna krivulja in naj bo D =
∑
nP (P ) ∈ Div(E). D je
glavni delitelj natanko tedaj, ko je
∑
nP = 0 in
∑
nPP = O.
Dokaz. Zaradi enakosti (3.11) ima vsak glavni delitelj stopnjo enako 0. Izberimo D =∑
P nP (P ) ∈ Div0(E). Iz izreka 4.2.7 sledi
D ∼ 0⇔ σ(D) = 0⇐
∑
nP · σ((P )− (O) = 0,
kar je natanko to, kar zˇelimo dokazati, saj je σ((P )− (O)) = P. 
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Primer. Naj bo E : y2 = x3 + 4x elipticˇna krivulja and obsegom F11. Izberimo delitelj
D = ((0, 0)) + ((2, 4)) + ((4, 5)) + ((6, 3))− 4(O)
Stopnja degD = 0 in (0, 0) + (2, 4) + (4, 5) + (6, 3) − 4O = O. Po posledici 4.2.8 je
D = div(f) glavni delitelj. Zdaj bomo racionalno funkcijo f ∈ K(E) tudi skonstruirali.
Premica skozi tocˇki (0, 0) in (2, 4) ima enacˇbo y − 2x = 0. Ta premica je tangenta na E
v tocˇki (2, 4), zato da je njen delitelj enak
div(y − 2x) = ((0, 0)) + 2((2, 4))− 3(O).
Navpicˇna premica skozi (2, 4) je x− 2 = 0 in njen delitelj je enak
div(x− 2) = ((2, 4)) + ((2,−4))− 2(O).
Cˇe sestavimo vse tri delitelje, dobimo naslednje:
D = ((2,−4)) + div
(
y − 2x
x− 2
)
+ ((4, 5)) + ((6, 3))− 3(O).
Podobno dokazˇemo
((4, 5)) + ((6, 3)) = ((2, 4)) + (O) + div
(
y + x+ 2
x− 2
)
.
Od tod sledi
D = ((2,−4)) + div
(
y − 2x
x− 2
)
+ ((2, 4)) + div
(
y + x+ 2
x− 2
)
− 2(O),
oziroma
D = div(x− 2) + div (y−2x
x−2
)
+ ((2, 4)) + div
(
y+x+2
x−2
)
= div
(
(y−2x)(y+x+2)
x−2
)
.
Iz racˇuna
y2+xy+2y−2xy−2x2−4x
x−2 =
y2+2y−xy−2x2−4x
x−2
= y
2−2x2−4x
x−2 − y
= 4x+x
3−2x2−4x
x−2 − y
= x2 − y
(4.8)
sklepamo, da se funkciji (y−2x)(y+x+2)
x−2 in x
2 − y ujemata na krivulji E : y2 = x3 + 4x.
Koncˇni rezultat je torej
D = div(x2 − y).
•
Cˇe zdruzˇimo izrek 4.2.7 in zaporedje (3.8) na strani 26, dobimo
1→ K∗ → K(E)∗ div−→ Div0(E) σ→ E → 0. (4.9)
Zdaj bomo dokazali, da je sesˇtevanje na krivulji smiselno definirano.
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Izrek 4.2.9. Naj bo E/K elipticˇna krivulja. Eksplicitna pravila za sesˇtevanje opisana v
trditvi 4.2.4 tvorijo naslednja morfizma:
+ : E × E → E in − : E → E
(P1, P2) ↦→ P1 + P2 P ↦→ −P.
Dokaz. Najprej si oglejmo odsˇtevanje. Preslikava
(x, y) ↦→ (x,−y − a1x− a3)
je racionalna preslikava E → E in ker je E gladka krivulja, je to morfizem po trditvi
3.2.6. Fiksirajmo zdaj tocˇko Q ̸= O na krivulji E in si oglejmo translacijo za Q
τ : E → E,
P ↦→ P +Q.
Po eksplicitnih formulah za sesˇtevanje v trditvi 4.2.4 je to racionalna preslikava in po
trditvi 3.2.6 je to morfizem. Ker ima inverz, ki je enak P ↦→ P − Q, je τ izomorfizem.
Poglejmo si zdaj preslikavo sesˇtevanja + : E × E → E. Iz formul za sesˇtevanje v trditvi
4.2.4 vidimo, da je + morfizem, razen morda v tocˇkah: (P,−P ), (P,O), (P, P ) in (O, P ).
V preostalih tocˇkah sta namrecˇ racionalni funkciji
λ = (y2 − y1)/(x2 − x1), ν = (y1x2 − y2x1)/(x2 − x1)
na E × E dobro definirani.
Izjemne tocˇke lahko zaobidemo z racˇunom podobnim kot (4.8). Tak pristop je dolgo-
trajen in tehnicˇen, zato bomo raje izbrali pristop iz [137].
Naj bosta τ1 in τ2 translaciji za Q1 in Q2. Poglejmo si naslednji kompozitum preslikav:
φ : E × E τ1×τ2−→ E × E +−→ E τ
−1
1−→ E τ
−1
2−→ E.
Ker za sesˇtevanje v Abelovi grupi veljata asociativnost in komutativnost (po trditvi 4.2.2),
φ deluje po tocˇkah na naslednji nacˇin:
(P1, P2)
τ1×τ2↦−→ (P1 +Q1, P2 +Q2) +↦−→ P1 +Q1 + P2 +Q2 τ
−1
1↦−→ P1 + P2 +Q2 τ
−1
2↦−→ P1 + P2.
Racionalna preslikava φ se torej ujema s sesˇtevanjem tocˇk na E povsod, kjer je defi-
nirana.
Ker so τi izomorfizmi, je φ definiran povsod, razen v tocˇkah (P − Q1, P − Q2), (P −
Q1,−P − Q2), (P − Q1,−Q2) in (−Q1, P − Q2). Ker pa smo Q1 in Q2 izbrali poljubno,
lahko z izbiro le teh najdemo koncˇno mnozˇico preslikav
φ1, φ2, . . . , φn : E × E → E,
za katere velja:
1. φi je preslikava sesˇtevanja iz trditve 4.2.4 povsod kjer je φi definirana;
2. Za vsak par tocˇk (P1, P2) ∈ E ×E, obstaja i, za katerega je φi definiran v (P1, P2);
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3. Cˇe sta φi in φj oba definirana v (P1, P2), potem je φi(P1, P2) = φj(P1, P2).
Tako smo sesˇtevanje definirali na vseh parih tocˇk na E × E in pokazali, da je morfizem.

Dejstvo, da tocˇke elipticˇne krivulje tvorijo Abelovo grupo, je uporabljeno v vecˇini pro-
tokolov na elipticˇnih krivuljah. Zato je nujno, da o teh grupah povemo kaj vecˇ. Strnjeno
veljajo naslednje lastnosti, od katerih bomo dolocˇene podrobneje predstavili v nadaljnjih
razdelkih.
1. Elipticˇna krivulja nad koncˇnim obsegom ima koncˇno mnogo tocˇk s koordinatami v
tem obsegu. Pripadajocˇa grupa je koncˇna Abelova grupa.
2. Cˇe je E definirana nad obsegom Q, potem je E(Q) po Mordell-Weilovem izreku
[137, 152] koncˇno generirana Abelova grupa. Bolj natancˇno, E(Q) je izomorfna
grupi Zr⊕F za nek r ≥ 0 in neko koncˇno grupo F. Sˇtevilu r pravimo rang E(Q) in
v splosˇnem je racˇunanje vrednosti zelo zahtevno Ali je r lahko poljubno velik je sˇe
vedno odprt problem. Koncˇno grupo F pa lahko enostavno generiramo s pomocˇjo
Lutz-Nagellovega izreka [137, 152]. Sˇe vecˇ, izrek Mazurja [98] pravi, da je takih grup
lahko le koncˇno mnogo.
3. Elipticˇna krivulja nad obsegom kompleksnih sˇtevil C je izomorfna torusu [152, po-
glavje 9].
4. Cˇe je E definirana nad R, je E(R) izomorfna enotski krozˇnici S1 ali S1 × Z2 [152,
poglavje 9].
Od zdaj naprej bo elipticˇna krivulja za nas pomenila algebraicˇno krivuljo rodu 1
opremljeno s strukturo grupe, v kateri nevtralni element oznacˇimo z O in mu recˇemo
tocˇka v neskoncˇnosti.
V poglavju 5 bomo delitelju priredili vsoto njegovih tocˇk. Za delitelj D =
∑
P nP (P ) ∈
Div(E) definiramo vsoto kot
sum(D) =
∑
P∈E
nPP ∈ E. (4.10)
4.3 Izogenije
Definicija 4.3.1. Naj bosta E1 in E2 elipticˇni krivulji z izbranima tocˇkama v neskoncˇnosti
O1 inO2. Izogenijamed E1 in E2 je morfizem φ : E1 → E2, za katerega velja φ(O1) = O2.
Krivulji E1 in E2 sta izogeni, cˇe med njima obstaja taka izogenija φ, da je φ(E1) ̸= {O2}.
Iz lastnosti morfizmov nad algebraicˇnimi raznoterostmi v trditvi 3.2.7 sledi, da za
izogenijo velja φ(E1) = {O2}, ali φ(E1) = E2. Tako ima vsaka nenicˇelna izogenija koncˇno
stopnjo. Po izreku 3.2.8 φ porodi injekcijo obsegov funkcij φ∗ : K(E2)→ K(E1).
Ker elipticˇne krivulje dopusˇcˇajo strukturo grupe, izogenije med njimi tvorijo grupo
Hom(E1, E2). Da je Hom(E1, E2) s sesˇtevanjem (φ+ψ)(P ) = φ(P )+ψ(P ) res grupa, nam
zagotavlja izrek 4.2.9. Cˇe je E1 = E2 lahko prav tako tvorimo izogenije. V tem primeru
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oznacˇimo End(E) = Hom(E1, E2) kolobar endomorfizmov za mnozˇenje definirano kot
(φ ◦ ψ)(P ) = φ(ψ(P )). Obrnljivi elementi tega kolobarja tvorijo grupo avtomorfizmov.
Za vsak m ∈ Z lahko definiramo izogenijo mnozˇenja z m kot [m] : E → E, [m]P =
P + P + . . .+ P  
m
. Opazimo, da je [0] nicˇelna izogenija, tj. [0]P = O za vsak P ∈ E.
Lastnosti [m], Hom(E1, E2) in End(E) povzame naslednja trditev.
Trditev 4.3.2. [137, Trditev III.4.2].
1. Naj bo E/K elipticˇna krivulja in naj bo m ∈ Z − {0}. Potem preslikava [m] ni
konstantna.
2. Naj bosta E1 in E2 elipticˇni krivulji. Grupa izogenij Hom(E1, E2) je Z-modul brez
torzije , tj. cˇe za φ ∈ Hom(E1, E2) obstaja tak m ∈ Z−{0} da je mφ = 0, potem je
zˇe φ nicˇeln izogenija.
3. Kolobar endomorfizmov End(E) je kolobar s karakteristiko 0 brez deliteljev nicˇa.

Jedro preslikave ker([m]) je mnozˇica vseh tocˇk {P ∈ E(K) : mP = O}. Takim tocˇkam
pravimo torzijske tocˇke reda m in jih bomo obravnavali v razdelku 4.5.
Primer. Naj bo E/K elipticˇna krivulja in Q ∈ E. Translacija za Q je preslikava
τQ : E → E,
P ↦→ P +Q. (4.11)
•
Tako definirana preslikava τQ je ocˇitno izomorfizem z obratno preslikavo τ−Q, ni pa
izogenija, za Q ̸= O. Velja pa zanjo naslednja pomembna lastnost.
Trditev 4.3.3. Naj bo F : E1 → E2 poljuben morfizem elipticˇnih krivulj. F je mozˇno
zapisati kot produkt izogenije in translacije.
Dokaz. Definirajmo φ = τ−F (O) ◦F, ki je ocˇitno izogenija, saj velja φ(O) = O. Posledicˇno
se da F zapisati kot F = τF (O) ◦ φ. 
Cˇeprav je formulacija naslednjega izreka enostavna, je dokaz zahteven in dolg ter
potrebuje teorijo deliteljev.
Izrek 4.3.4. [137, Izrek III.4.8]. Naj bosta E1 in E2 elipticˇni krivulji in naj bo φ : E1 →
E2 izogenija. Potem za poljubni P,Q ∈ E1 velja φ(P +Q) = φ(P ) + φ(Q). 
Posledica 4.3.5. Naj bo φ : E1 → E2 nenicˇelna izogenija. Potem je ker(φ) = φ−1(O)
koncˇna podgrupa. 
Naslednji rezultati opiˇsejo osnovno Galoisovo teorijo na obsegih funkcij elipticˇnih kri-
vulj.
Izrek 4.3.6. [137, Izrek III.4.10]. Naj bo φ : E1 → E2 nekonstantna izogenija.
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1. Za vsak Q ∈ E2, #φ−1(Q) = degs φ. Za vsak P ∈ E1 je eφ(P ) = degi(φ), kjer je eφ
indeks ramifikacije iz definicije 3.2.12 in degs, degi stopnji iz definicije 3.2.9.
2. Preslikava ker(φ)→ Aut[K(E1)/φ∗K(E2)], T ↦→ τ ∗T je izomorfizem, kjer je τ ∗T avto-
morfizem na K(E2), ki ga inducira translacija τT .
3. Naj bo φ separabilna kot v definiciji 3.2.9. Potem je φ neramificiran, #ker(φ) =
deg φ in K(E1) je Galoisova razsˇiritev φ
∗K(E2).

Posledica 4.3.7. Naj bosta φ : E1 → E2 in ψ : E1 → E3 nekonstatni izogeniji in naj bo
φ separabilna. Cˇe je ker(φ) ⊂ ker(ψ), potem obstaja enolicˇna izogenija λ : E2 → E3, za
katero je ψ = λ ◦ φ. 
Trditev 4.3.8. Naj bo E elipticˇna krivulja in naj bo L koncˇna podgrupa E. Potem
obstajata enolicˇna elipticˇna krivulja E ′ in separabilna izogenija φ : E → E ′, da velja
ker(φ) = L. 
Naslednji izrek bo sluzˇil za definicijo duala izogenije.
Izrek 4.3.9. [137, Izrek III.6.1]. Naj bo φ : E1 → E2 nekonstantna izogenija stopnje m.
Veljata naslednji trditvi:
1. Obstaja enolicˇno dolocˇena izogenija φˆ : E2 → E1, ki zadosˇcˇa pogoju
φˆ ◦ φ = [m].
2. Cˇe na φ∗ v predpisu 3.9 gledamo kot na homomofrizem grup, potem velja naslednja
dekompozicija:
E2 → Div0(E2) φ
∗→ Div0(E1) sum→ E1
Q ↦→ (Q)− (O) ∑np(P ) ↦→ ∑nPP.

Definicija 4.3.10. Naj bo φ : E1 → E2 izogenija. Dual izogenije k φ je izogenija
φˆ : E2 → E1 iz izreka 4.3.9.
4.4 Ovoji elipticˇnih krivulj
Ovoji igrajo pomembno vlogo v razlicˇnih aplikacijah, ki temeljijo na parjenjih, zato si jih
bomo podrobno ogledali.
Definicija 4.4.1. Naj bo E elipticˇna krivulja nad obsegom K. Ovoj krivulje E je taka
elipticˇna krivulja E ′ nad obsegom K, da obstaja izomorfizem φ : E → E ′ nad obsegom
K, za katerega velja φ(OE) = OE′ . Ovoja E ′ in E ′′ sta ekvivalentna, cˇe med njima
obstaja izomorfizem nad obsegom K. Ekvivalencˇne razrede ovojev do izomorfizma nad
K natancˇno oznacˇimo s Twist(E).
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Primer. Naj bo K obseg s char(K) ̸= 2 in naj bo E elipticˇna krivulja nad K z enacˇbo
y2 = x3 + a4x + a6. Naj bo d ∈ K∗ in definirajmo elipticˇno krivuljo E(d) z enacˇbo
y2 = x3 + d2a4x + d
3a6. Preslikava φ(x, y) = (d · x, d3/2 · y) je izomorfizem iz E v E(d),
posledicˇno je E(d) ovoj krivulje E v smislu definicije 4.4.1. •
Trditev 4.4.2. Naj bo q liho prasˇtevilo in naj bo E : y2 = x3+ a4x+ a6 elipticˇna krivulja
nad Fq. Za d ∈ F∗q veljata naslednji trditvi.
1. Krivulji E in ovoj E(d) nista izomorfni nad Fq natanko tedaj, ko je d prost kvadratov;
2. Cˇe sta d1 in d2 prosta kvadratov v F∗q, potem sta ovoja E(d1) in E(d2) izomorfna nad
Fq.

Po zgornji trditvi, so vsi ovoji oblike E(d), kjer je d prost kvadratov v Fq med seboj izo-
morfni. Ekvivalencˇnemu razredu takih ovojev pravimo kvadratni ovoji (ang. quadratic
twist).
Cˇe je obseg K = Q, potem obstaja neskoncˇno mnogo neekvivalentnih ovojev E(d), saj
lahko d tecˇe po naravnih sˇtevilih prostih kvadratov, tj. d2 ∈ N, d ̸∈ N. V splosˇnem je K
razsˇiritev Kd, kjer definiramo Kd = {sd : s ∈ K}.
Trditev 4.4.3. Naj bo E elipticˇna krivulja nad koncˇnim obsegom K karakteristike
char(K) ̸= 2 in 3. Cˇe je j(E) ̸= 0 in 1728, je #Twist(E) = 2.
Dokaz. Naj bo E ′ izomorfna E nad obsegom K. Brez sˇkode za splosˇnost lahko predposta-
vimo, da sta enacˇbi obeh krivulj enaki E : y2 = x3+a4x+a6 in E
′ : y2 = x3+a′4x+a
′
6. Ker
sta izomorfni, velja a′4 = u
4a4 in a
′
6 = u
6a6 za nek u ∈ K∗. Torej je u2 = a′6a4/(a6a′4) ∈ K∗.
Ker je K koncˇen obseg in char(K) ̸= 2, rezultat sledi iz dejstva, da je [K∗ : (K∗)2] = 2. 
Velja celo bolj splosˇen rezultat zajet v naslednji trditvi.
Trditev 4.4.4. Naj bo K koncˇen obseg s char(K) ̸= 2, 3 in naj bo E elipticˇna krivulja
nad K. Potem je
#Twist(E) =
⎧⎨⎩
2, cˇe j(E) ̸= 0, 1728;
4, cˇe j(E) = 1728;
6, cˇe j(E) = 0.

Posplosˇitev zgornje trditve je naslednji izrek, katerega dokaz s pomocˇjo homologij
najdemo v [137].
Izrek 4.4.5. [137, Trditev X.5.4] Naj bo K obseg s karakteristiko char(K) ̸= 2, 3 in E
elipticˇna krivulja nad K. Definirajmo sˇtevilo
d =
⎧⎨⎩
2, cˇe j(E) ̸= 0, 1728;
4, cˇe j(E) = 1728;
6, cˇe j(E) = 0.
46 POGLAVJE 4. ELIPTICˇNE KRIVULJE
Potem je Twist(E) izomorfna razsˇiritvi K∗/(K∗d). Cˇe je E : y2 = x3+Ax+B in D ∈ K∗,
potem ima elipticˇna krivulja ED ∈ Twist(E) glede na D (mod K∗d) eno izmed naslednjih
Weierstrassovih enacˇb:
ED :
⎧⎨⎩
y2 = x3 +D2Ax+D3B, cˇe j(E) ̸= 0, 1728;
y2 = x3 +DAx, cˇe j(E) = 1728;
y2 = x3 +DB, cˇe j(E) = 0.

4.5 Torzijske tocˇke
Torzijske tocˇke igrajo pomembno vlogo v uporabi elipticˇnih krivulj. V razdelku 4.6 bomo
videli, da so pri elipticˇnih krivuljah nad koncˇnimi obsegi vse tocˇke torzijske. V tem
razdelku bomo najprej definirali torzijske tocˇke, konstruirali primere 2-torzijskih in 3-
torzijskih tocˇk, nato pa bomo dokazali sˇe nekaj splosˇnih lastnosti n-torzijskih tocˇk.
Definicija 4.5.1. Naj bo E elipticˇna krivulja nad obsegom K in naj bo O tocˇka v
neskoncˇnosti. Tocˇka ne E je n-torzijska tocˇka, cˇe je njen red enak n ∈ N. Mnozˇico
n-torzijskih tocˇk oznacˇimo z:
E[n] = {P ∈ E(K) : nP = O}.
Definicija 4.5.2. Torzijska podgrupa krivulje E, oznacˇena z Etors je grupa vseh tocˇk
koncˇnega reda,
Etors =
∞⋃
m=1
E[m].
Najprej si bomo ogledali lastnosti 2 in 3-torzijskih tocˇk. Velja naslednja trditev.
Trditev 4.5.3. Naj bo E elipticˇna krivulja nad obsegom K.
1. Cˇe je karakteristika char(K) ̸= 2, potem je E[2] ≃ Z2 ⊕ Z2.
2. Cˇe je karakteristika obsega char(K) = 2, potem je E[2] ≃ 0 ali E[2] ≃ Z2.
3. Cˇe je karakteristika obsega char(K) ̸= 3, potem je E[3] ≃ Z3 ⊕ Z3.
4. Cˇe je karakteristika obsega char(K) = 3, potem je E[3] ≃ Z3.
Dokaz.
1. Ker char(K) ̸= 2, je Weierstrassovo enacˇbo mozˇno zapisati v obliki:
E : y2 = 4x3 + b2x
2 + 2b4x+ b6.
Ker smo v algebraicˇno zaprtem obsegu K, lahko desno stran enacˇbe razstavimo
E : y2 = (x− e1)(x− e2)(x− e3),
kjer so e1, e2, e3 ∈ K. Tocˇka P na krivulji zadosˇcˇa pogoju 2P = O natanko tedaj,
ko tangenta na P poteka skozi O. To pomeni, da je tangenta vzporedna z osjo y
(glej sliko 4.2) in
E[2] = {O, (e1, 0), (e2, 0), (e3, 0)}.
Opazimo, da je E[2] kot grupa izomorfna Z2 ⊕ Z2.
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2. Cˇe je char(K) = 2 imamo za Weierstrassovo enacˇbo dve mozˇnosti:
E : y2 + xy + a2x
2 + a6 = 0, a6 ̸= 0,
E : y2 + a3y + x
3 + a4x+ a6 = 0, a3 ̸= 0.
Vrednosti a6 in a3 sta razlicˇni od nicˇ, sicer bi bila E singularna. Cˇe ima P red 2,
potem je tangenta na P navpicˇna premica, kar v posebnem pomeni, da je njen delni
odvod ∂/∂y enak 0. V prvi enacˇbi to pomeni, da je x = 0 in edina tocˇka reda 2
je oblike (0,
√
a6). Zato je E[2] = {O, (0,√a6)} ≃ Z2. V drugi enacˇbi pa mora biti
a3 = 0. Zaradi singularnosti smo predpostavili a3 ̸= 0, zato je edina tocˇka reda 2
enaka O. Dokazali smo, da je v drugi enacˇbi E[2] = {O} ≃ 0.
3. Najprej si oglejmo primer, ko je char(K) ̸= 2, 3. V tem primeru lahko Weierstrassovo
enacˇbo zapiˇsemo v obliki
E : y2 = x3 + Ax+B.
Tocˇka P ima red 3 natanko tedaj, ko je 2P = −P. To pomeni, da sta x koordinati
tocˇk 2P in P enaki, y koordinati pa sta razlicˇni. Cˇe uporabimo eksplicitna pravila
sesˇtevanja iz trditve 4.2.4, dobimo naslednjo zvezo
m2 − 2x = x, kjer je m = 3x
2 + A
2y
.
Cˇe uposˇtevamo Weierstrassovo enacˇbo krivulje, dobimo
3x4 + 6Ax2 + 12Bx− A2 = 0.
Diskriminanta tega polinoma je −6912(4A3 + 27B2) ̸= 0, zato polinom nima vecˇ-
kratnih nicˇel. Tako obstajajo 4 razlicˇne vrednosti za koordinato x in vsaka vrednost
x nam da dve vrednosti y. Skupaj dobimo 8 tocˇk reda 2. Ker je tudi O reda 3, je
E[3] ≃ Z3 ⊕ Z3.
Preostane nam primer ko je char(K) = 2. Enako kot v tocˇki 2. imamo za Weier-
strassovo enacˇbo dve mozˇnosti:
E : y2 + xy + a2x
2 + a6 = 0, a6 ̸= 0,
E : y2 + a3y + x
3 + a4x+ a6 = 0, a3 ̸= 0.
Pri prvi s pomocˇjo pravil za sesˇtevanje in dejstva 2P = −P dobimo naslednjo enacˇbo
za x koordinato:
x4 + x3 + a6 = 0.
Diskriminanta tega polinoma je −27a26, zato ima polinom 4 nicˇle. Za vsak x dobimo
dve vrednosti y, tako imamo 8 razlicˇnih tocˇk reda 3, ki skupaj s tocˇko O tvorijo
grupo E[3] ≃ Z3 ⊕ Z3. Za drugo mozˇnost Weierstrassove enacˇbe podobno, le da tu
uposˇtevamo a3 ̸= 0.
4. Naj bo char(K) = 3. Brez sˇkode za splosˇnost lahko predpostavimo, da ima krivulja
E Weierstrassovo enacˇbo oblike
y2 = x3 + a2x
2 + a4x+ a6.
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Podobno kot zgoraj, tudi tu velja, da morata biti x koordinati tocˇk 2P in P enaki.
Iz eksplicitnih formul dobimo naslednjo enacˇbo:
a2x
3 + a2a6 − a24 = 0.
Cˇe bi veljalo a2 = a4 = 0, bi imeli vecˇkratne korene. Iz a2 = 0 sledi −a24 = 0, kar smo
zˇe izkljucˇili, zato v tem primeru ni nobene netrivialne tocˇke reda 3 in E[3] = {O}.
Cˇe pa je a2 ̸= 0, se enacˇba poenostavi v obliko a2(x3 + a) = 0, ki ima eno trojno
nicˇlo v karakteristiki 3. Posledicˇno je na voljo ena vrednost za x in 2 pripadajocˇi
vrednosti za y, kar nam da dve tocˇki reda 3. Skupaj s tocˇko O je E[3] ≃ Z3.

Za n-torzijsko grupo E[n] pri poljubnem n pa velja naslednji izrek, ki ga ne bomo
dokazali. Dokaz je na voljo v [152] ali [137].
Izrek 4.5.4. Naj bo E elipticˇna krivulja nad obsegom K in naj bo n ∈ N. Cˇe karakteristika
obsega K ne deli sˇtevila n ali pa je char(K) = 0, potem je
E[n] ≃ Zn ⊕ Zn.
Cˇe pa char(K) = p > 0 deli n, n = prn′ za r > 0 in p - n′, potem je
E[n] ≃ Zn′ ⊕ Zn′
ali
E[n] ≃ Zn ⊕ Zn′ .

Naslednjo trditev bomo potrebovali v poglavju o parjenjih. Dokazˇe se jo s pomocˇjo
polinomov z deljenjem (ang. division polynomials).
Trditev 4.5.5. [152, Trditev 9.34]. Naj bo E elipticˇna krivulja nad obsegom K. Naj bo
n naravno sˇtevilo, ki ni deljivo s karakteristiko obsega in naj ima funkcija f ∈ K(E)
lastnost f(P + T ) = f(P ) za vsak P ∈ E(K) in vsak T ∈ E[n]. Enako kot v definiciji
3.2.3 piˇsemo, da je slika pola f(P ) =∞. Potem obstaja taka funkcija h na krivulji E, da
je f(P ) = h(nP ) za vsak P ∈ E(K). 
4.6 Elipticˇne krivulje nad koncˇnimi obsegi
V tem razdelku si bomo ogledali za kriptografijo najbolj zanimiv scenarij in sicer elipticˇne
krivulje definirane nad koncˇnimi obsegi. Zˇe v razdelku 4.5 o torzijskih tocˇkah smo omenili,
da ima elipticˇna krivulja nad koncˇnim obsegom koncˇno tocˇk, kar pomeni, da je tudi kot
grupa koncˇna.
V nadaljevanju bomo za koncˇni obseg vedno vzeli obseg Fq, kjer je q potenca prasˇtevila,
torej oblike q = pn za neko prasˇtevilo p in n ∈ N.
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Izrek 4.6.1. Naj bo E elipticˇna krivulja nad koncˇnim obsegom Fq. Potem velja
E(Fq) ≃ Zn
ali
E(Fq) ≃ Zn1 ⊕ Zn2 ,
za neko naravno sˇtevilo n ali za naravni sˇtevili n1, n2, kjer n1 deli n2.
Dokaz. Osnovni izrek iz teorije grup [150], nam pove, da je vsaka koncˇna Abelova grupa
izomorfna direktni vsoti ciklicˇnih grup
Zn1 ⊕ Zn2 ⊕ · · · ⊕ Znr ,
kjer ni | ni+1 za i ≥ 1. Za vsak i ima grupa Zni n1 elementov, katerih redi delijo n1, in
E(Fq) ima nr1 tocˇk, katerih redi delijo n1. Po izreku 4.5.4 pa je takih elementov kvecˇjemu
n21, posledicˇno je r ≤ 2. 
Naravno vprasˇanje je oceniti mocˇ grupe E(Fq). Ker za vsako vrednost koordinate x
dobimo maksimalno 2 vrednosti za koordinato y, je groba ocena za zgornjo mejo 2q + 1.
Ker pa je nakljucˇno izbrana krivulja malo verjetno resˇljiva v obsegu K, bi za dejansko
vrednost pricˇakovali priblizˇno q. Dejansko oceno pa nam pove naslednji izrek.
Izrek 4.6.2. (Hassejev izrek.) Naj bo E elipticˇna krivulja nad koncˇnim obsegom Fq.
Potem velja:
| q + 1−#E(Fq) |≤ 2√q. (4.12)
Skica dokaza. Celoten dokaz izreka je dolg in zahteven, zato bomo samo skicirali glavne
korake. Izberimo si Weierstrassovo enacˇbo s koeficienti v obsegu K. Naj bo
φ : E → E,
(x, y) ↦→ (xq, yq)
q-ti Frobeniusov morfizem iz definicije 3.2.15. Za tocˇko P ∈ E(K) velja, da je P ∈
E(K) natanko tedaj, ko je φ(P ) = P [137, poglavje III]. Torej je E(K) = ker(1 − φ) in
#E(K) = #ker(1 − φ) = deg(1 − φ) [137, poglavje III]. Opazimo, da je deg na End(E)
pozitivno definitna kvadratna forma [137, poglavje III] in po trditvi 3.2.16 velja deg φ = q.
Ker za pozitivno definitno kvadratno formo d : A→ Z, kjer je A Abelova grupa, za vsak
φ, ψ ∈ A velja | d(ψ − φ)− d(φ)− d(ψ) |≤ 2√d(φ)d(ψ) [137, poglavje V], izrek sledi. 
Zdaj ko smo spoznali glavne omejitve grupe tocˇk na elipticˇni krivulji, nas zanima,
kaksˇne so dejanske te grupe. Odgovor je v naslednjih dveh izrek, katerih dokaza najdemo
v [125, 151].
Izrek 4.6.3. Naj bo q = pn potenca prasˇtevila p in naj sˇtevili N in t zadosˇcˇata zvezi
N = q + 1− t. Potem obstaja taka elipticˇna krivulja E definirana nad obsegom Fq, da je
#E(Fq) = N natanko tedaj, ko je | t |≤ 2√q in t zadosˇcˇa enemu od naslednjih pogojev:
1. gcd(t, p) = 1;
2. n je sodo in t = ±2√q;
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3. n je sodo, p ̸≡ 1 (mod 3) in t = ±√q;
4. n je liho, p = 2 ali p = 3 in t = ±p(n+1)/2;
5. n je sodo, p ̸≡ 1 (mod 4) in t = 0;
6. n je liho in t = 0.

Vrednosti t v izreku 4.6.3 pravimo tudi Frobeniusova sled krivulje.
Izrek 4.6.4. Naj bo N celo sˇtevilo, ki je red grupe tocˇk elipticˇne krivulje nad koncˇnim
obsegom Fq kot v izreku 4.6.3. Zapiˇsimo N = pen1n2, kjer p - n1n2 in n1 | n2 (n1 je lahko
tudi 1). Potem obstaja taka elipticˇna krivulja E nad obsegom Fq, za katero je
E(Fq) ≃ Zpe ⊕ Zn1 ⊕ Zn2
natanko tedaj, ko velja
1. n1 | q − 1 v tocˇkah 1., 3., 4., 5., 6. izreka 4.6.3;
2. n1 = n2 v tocˇki 2. izreka 4.6.3.

Preden nadaljujemo z opisom lastnosti elipticˇnih krivulj nad koncˇnimi obsegi, si oglejmo
sˇe nekaj lastnosti Frobeniusovega endomorfizma na elipticˇnih krivuljah nad koncˇnimi ob-
segi.
V 3.2.15 smo definirali splosˇen Frobeniusov morfizem med krivuljami. Frobeniusova
preslikava za obseg Fq je definirana kot [93]:
φq : Fq → Fq,
x ↦→ xq.
Na elipticˇni krivulji Frobeniusova preslikava deluje kot φq(x, y) = (x
q, yq), v posebnem je
φq(O) = O. Naslednja lema opisuje osnovne lastnosti tako definirane preslikave.
Lema 4.6.5. Naj bo E elipticˇna krivulja definirana nad obsegom Fq in naj bo (x, y) ∈
E(Fq).
1. φq(x, y) ∈ E(Fq).
2. (x, y) ∈ E(Fq) natanko tedaj, ko je φq(x, y) = (x, y).
3. φq je endomorfizem krivulje E stopnje q in ni separabilen.
4. Za poljuben n ∈ N velja:
(a) ker(φnq − 1) = E(Fq);
(b) φnq − 1 je separabilen endomorfizem in #E(Fqn) = deg(φnq − 1).
Dokaz.
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1. Naj bo E podana z enacˇbo E : y2 + a1xy + a3y = x
2 + a2x
2 + a4x + a6, kjer so
ai ∈ Fq. Kot smo definirali v razdelku 3.2.2, je E(q) : (yq)2 + a1(xqyq) + a3(yq) =
(xq)3 + a2(x
q)2 + a4(x
q) + a6, saj v Fq velja (a+ b)q = aq + bq in aq = a. Iz zgornje
enacˇbe vidimo, da tocˇka (xq, yq) lezˇi na E.
2. Za Frobeniusovo preslikavo φq velja, da je x ∈ Fq natanko tedaj, ko je φq(x) = x
[93]. Sledi
(x, y) ∈ E(Fq) ⇔ x, y ∈ Fq
⇔ φq(x) = x, φq(y) = y
⇔ φq(x, y) = (x, y).
3. Dokaz sledi iz trditve 3.2.16.
(a) Ker je φq endomorfizem na E, so endomofizmi tudi φ
n
q = φq ◦ φq ◦ . . . ◦ φq  
n∈N
, prav
tako je endomorfizem tudi φnq − 1. Dokaz sledi potem iz tocˇke 2.
(b) Sledi iz posledice 3.2.17.

Iz leme 4.6.5 izpeljemo naslednji izrek.
Izrek 4.6.6. [152, Izrek 4.10]. Naj bo E elipticˇna krivulja definirana nad obsegom Fq.
Naj bo a = q + 1−#E(Fq) = q + 1− deg(φq − 1). Potem je
φ2q + aφq + q = 0,
kot endomorfizem krivulje E. Poleg tega a zadosˇcˇa enakosti
a ≡ Sled((φq)m) (mod m),
za vsak m tuj k q, kjer je (φq)m matrika, ki jo inducira φq in opisuje delovanje φq na
E[m]. Povedano drugacˇe, za nek (x, y) ∈ E(Fq) velja(
xq
2
, xq
2
)
− a(xq, yq) + q(x, y) = O.

Definicija 4.6.7. Polinom X2− aX + q imenujemo tudi Frobeniusov karakteristicˇni
polinom.
Zdaj lahko izracˇunamo red grupe tocˇk na elipticˇni krivulji.
Izrek 4.6.8. [152, Izrek 4.12]. Naj bo #E(Fq) = q+1−a in X2−aX+q = (X−α)(X−β).
Potem za vsak n ∈ N velja
#E(Fqn) = qn + 1− (αn + βn).

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Za naslednji rezultat najprej definirajmo Legendreov simbol. Osnovni Legendreov
simbol za liho prasˇtevilo p je definiran kot:(
x
p
)
=
⎧⎨⎩
+1, cˇe ima t2 ≡ x (mod p) resˇitev t ̸≡ 0 (mod p);
−1, cˇe t2 ≡ x (mod p) nima resˇitve t;
0, cˇe je x ≡ 0 (mod p).
(4.13)
To lahko posplosˇimo za poljuben koncˇen obseg Fq, kjer je q potenca lihega prasˇtevila:(
x
Fq
)
=
⎧⎨⎩
+1, cˇe ima t2 = x resˇitev t ∈ F∗q;
−1, cˇe t2 = x nima resˇitve t ∈ Fq;
0, cˇe je x = 0.
(4.14)
Izrek 4.6.9. [152, Izrek 4.14.]. Naj bo E elipticˇna krivulja definirana z enacˇbo E : y2 =
x3 + Ax+B nad obsegom Fq. Potem velja
#E(Fq) = q + 1 +
∑
x∈Fq
(
x3 + Ax+B
Fq
)
.

Naslednje trditve nam bodo opisale rede posameznih tocˇk. Cˇe najdemo dovolj tocˇk z
dolocˇenim redom, lahko izracˇunamo celoten red grupe.
Trditev 4.6.10. [152, Trditev 4.16]. Naj bo E elipticˇna krivulja nad obsegom Fq in naj
bo
E(Fq) ≃ Zn ⊕ Zn
za neko naravno sˇtevilo n. Potem velja q = n2 + 1 ali q = n2 ± n+ 1 ali q = (n± 1)2. 
Vecˇina vrednosti q ne ustreza nobeni mozˇnosti v trditvi 4.6.10 pa tudi pri nasˇtetih
oblikah q vecˇina krivulj nima reda n2, zato je tak primer redek. Bolj verjetno je, da imajo
po Hassejevem izreku 4.6.2 elipticˇne krivulje nad Fq za vecˇino vrednosti q red vecˇji od
4
√
q. Cˇe na E najdemo dovolj tocˇk takega reda, lahko ugotovimo #E(Fq).
Trditev 4.6.11. [152, Trditev 4.18]. Naj bo p > 229 prasˇtevilo in naj bo E elipticˇna
krivulja nad Fp. Potem obstaja tocˇka P na E ali njenem kvadratnem ovoju E ′ reda rP ,
tako da v intervalu (p+ 1− 2√p, p+ 1 + 2√p) lezˇi samo en vecˇkratnik rp. 
Cˇe pa je recimo E(Fq) ≃ Zn1 ⊕ Zn2 kjer n1 | n2, potem lahko iz informacij o n2
sklepamo na strukturo grupe.
Trditev 4.6.12. [152, trditev 4.19] Naj bo E elipticˇna krivulja nad obsegom Fq in naj bo
E(Fq) ≃ Zn1 ⊕ Zn2 , kjer n1 | n2. Izberimo q razlicˇen od naslednjih vrednosti: 3, 4, 5, 7,
9, 11, 13, 17, 19, 23, 25, 27, 29, 31, 37, 43, 61, 73, 181, 331, 547. Potem n2 enolicˇno
dolocˇa n1. 
Red posamezne tocˇke lahko izracˇunamo z algoritmom mali korak-veliki korak [152,
poglavje 4]. Najboljˇsi algoritmi za racˇunanje sˇtevila tocˇk na elipticˇni krivulji temeljijo
na Schoofovem algoritmu [131] in njegovih izpeljankah [17, 132] ali pa uporabljajo arit-
meticˇno-geometrijsko povprecˇje (ang. Arithmetic-Geometric-Mean - AGM) [103, 35].
Naslednji izrek nam zagotovi povezavo med p-torzijsko grupo E[p] in End(E). Upora-
ben bo tudi v naslednjem razdelku, ko bomo definirali supersingularne krivulje.
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Izrek 4.6.13. [137, Izrek V.3.1]. Naj bo K popoln obseg (definiran v A.2.8) karakteristike
p in naj bo E/K elipticˇna krivulja. Za vsako naravno sˇtevilo r oznacˇimo zaporedoma
φr : E → E(pr) in φˆr : E(pr) → E
Frobeniusov pr endomorfizem in njegov dual izogenije (iz izreka 4.3.9).
1. Naslednje trditve so ekvivalentne:
(a) E[pr] = {O};
(b) φˆr je (cˇisto) neseparabilen za vsak r ≥ 1;
(c) Preslikava [p] : E → E je cˇisto neseparabilna in j(E) ∈ Fp2 ;
(d) End(E) je red v algebri kvaternionov (definirani v A.1.4).
2. Cˇe trditvam v tocˇki 1. ni zadosˇcˇeno, potem je
E[pr] = Z/prZ, za vsak r ∈ N,
in cˇe je j(E) ∈ Fp, potem je End(E) red v imaginarnem kvadratnem obsegu.

Na koncu si oglejmo sˇe eno endomorfizem na E, ki bo uporaben pri parjenjih.
Definicija 4.6.14. Naj bo P = (x, y) ∈ E(Fqk). Sled je preslikava, definirana po tocˇkah
kot
Tr(P ) =
∑
σ∈Gal(F
qk
/Fq)
σ(P ) =
k−1∑
i=0
(xq
i
, yq
i
),
kjer je vsota sesˇtevanje v grupi tocˇk na elipticˇni krivulji E.
4.7 Vkljucˇitvena stopnja
Pomemben pojem, ki ga bomo v potrebovali pri konstrukciji krivulj, je vkljucˇitvena sto-
pnja elipticˇnih krivulj.
Definicija 4.7.1. E elipticˇna krivulja definirana nad obsegom K naj ima K-racionalno
tocˇko reda r, kjer je r tuj k char(K). Vkljucˇitvena stopnja krivulje E glede na r je
stopnja razsˇiritve [K(µr) : K], kjer je µr grupa r-tih korenov enote.
Pri dolocˇenih pogojih ima vkljucˇitvena stopnja vecˇ ekvivalentnih pomenov. Le te
zajema naslednja trditev, ki je posledica definicije in lastnosti µr opisanih v razdelku
A.2.6.
Trditev 4.7.2. Naj bo r naravno sˇtevilo, ki deli #E(Fq) in je tuje k q. Potem so naslednji
trije pogoji ekvivalentni:
1. E ima vkljucˇitveno stopnjo k glede na r;
2. k je tako najmanjˇse celo sˇtevilo, da r deli qk − 1;
3. q ∈ (Z/rZ)∗ je reda k.

Opomba: Razsˇirjenemu obsegu Fq(µr) pravimo tudi minimalni vkljucˇitveni obseg
krivulje E.
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4.8 Supersingularne in navadne krivulje
V tem razdelku bomo definirali supersingularne krivulje. Supersingularne krivulje imajo
posebne lastnosti zaradi katerih so uporabne v protokolih s parjenji.
Ekvivalentnih definicij supersingularnih krivulj je vecˇ, najprej navedimo definicijo, ki
temelji na izreku 4.6.13.
Definicija 4.8.1. Cˇe krivulja E zadosˇcˇa eni izmed lastnosti v tocˇki 1. izreka 4.6.13,
potem je E supersingularna, sicer je E navadna.
Za prasˇtevilske obsege, sta zgornja in naslednja definicija ekvivalentni.
Definicija 4.8.2. Naj bo q potenca prasˇtevila in E elipticˇna krivulja nad Fq. Definirajmo
Frobeniusovo sled krivulje E/Fq kot t = q+1−#E(Fq). Hassejev izrek 4.6.2 nam pove,
da je |t| ≤ 2√q. Cˇe sta t in q tuji, potem za elipticˇno krivuljo pravimo da je navadna,
drugacˇe je supersingularna.
Najvecˇkrat pa bomo uporabljali naslednjo definicijo, ki povzame glavne pogoje, pri
katerih je krivulja supersingularna.
Definicija 4.8.3. Naj bo E elipticˇna krivulja nad Fq, kjer je q potenca prasˇtevila p. E
je supersingularna, cˇe je izpolnjen kateri izmed naslednjih pogojev:
1. #E(Fq) ≡ 1 (mod p), oziroma ekvivalentno #E(Fq) = q + 1− t, kjer p|t;
2. E nima tocˇk reda p nad obsegom Fq;
3. End(E) je nekomutativen, torej je red v algebri kvaternionov.
S pomocˇjo Waterhousovega izreka [151] je mogocˇe dokazati, da za vsako prasˇtevilo p
in m ∈ N obstaja supersingularna elipticˇna krivulja nad obsegom Fpm . Naslednji izrek pa
nam pove koliko je supersingularnih krivulj.
Izrek 4.8.4. [137, Izrek V.4.1]. Naj bo K obseg karakteristike p > 2. Do izomorfizma
natancˇno obstaja natanko ⌊p/12⌋+ ϵp supersingularnih krivulj nad K, kjer je
ϵp =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0, cˇe je p ≥ 5 in p ≡ 1 (mod 12);
1, cˇe je p ≥ 5 in p ≡ 5 (mod 12) ali p ≡ 7 (mod 12);
2, cˇe je p ≥ 5 in p ≡ 11 (mod 12);
3, cˇe je p = 3.

Supersingularne krivulje imajo omejen nabor vrednosti za vkljucˇitveno stopnjo, kar
nam pove naslednji izrek.
Izrek 4.8.5. V tabeli so zajete vse mozˇne vrednosti vkljucˇitvenih stopenj skupaj s strukturo
grupe supersingularnih krivulj nad Fq.
k q #E(Fq) Grupa v E(Fqk)
1 p2b q ± 2√q + 1 (Z/(√q ± 1)Z)2
2 pa, a liho, ali a sodo in p ̸≡ 1 (mod 4) q + 1 (Z/(q + 1)Z)2
3 pa, p ̸≡ 1 (mod 3), a sodo q +√q + 1 (Z/(q3/2 − 1)Z)2
3 pa, p ̸≡ 1 (mod 3), a sodo q −√q + 1 (Z/(q3/2 + 1)Z)2
4 22b+1 q ±√2q + 1 (Z/(q2 + 1)Z)2
6 33b+1 q ±√3q + 1 (Z/(q3 + 1)Z)2
(4.15)
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Dokaz. Naj bo q = pa. Ker je E supersingularna, je sˇtevilo tocˇko krivulje E nad obsegom
Fq enako q + 1− t, kjer t zadosˇcˇa enemu od pogojev 2. - 6. v izreku 4.6.3.
Karakteristicˇni polinom q-tega Frobeniusovega endomorfizma φ krivulje E nad Fq je
P (X) = X2 − tX + q. Nad C je P (X) = (X − α)(X − α) in karakteristicˇni polinom qk-
tega Frobeniusovega endomorfizma je enak (X−αk)(X−αk). V posebnem je #E(Fqk) =
qk+1−αk−αk. Cˇe je karakteristicˇni polinom qk-tega Frobeniusovega endomorfizma enak
(X − αk)2 za αk ∈ Z, je E(Fqk) izomorfna (Z/|1− αk|Z)2 po [140, trditev 2]. Zdaj bomo
preverili vse mozˇnosti za t.
1. Cˇe je t = ±2√q, je q kvadrat in P (X) = (X ±√q)2. Ker velja (√q + 1)(√q − 1) =
(q − 1) je vkljucˇitvena stopnja k = 1.
2. Cˇe je t = ±√q, je q kvadrat in #E(Fq) = (q ±√q + 1). Iz (q ±√q + 1)(√q ∓ 1) =
q3/2 ∓ 1 in (q3/2 − 1)(q3/2 + 1) = (q3 − 1) sklepamo, da je k = 3.
3. Cˇe je t = ±p(a+1)/2 locˇimo dva podprimera:
• Pri p = 2 je #E(Fq) = (2a ± 2(a+1)/2 + 1). Karakteristicˇni polinom Frobeniu-
sovega endomorfizma je X2 ± 2(a+1)/2X + 2a s korenoma
α = 2a/2
(
1− i√
2
)
in α = 2a/2
(−1 + i√
2
)
.
Velja α4 = α4 = −22a in tako je karakteristicˇni polinom Frobeniusovega endo-
morfizma krivulje E nad Fq4 enak (X + q2)2. Posledicˇno je (1 + q2)P = O za
vsako tocˇko P ∈ E(Fq4) ter E(Fq4) ≃ (Z/(q2 + 1)Z)2. Ker (q +
√
2q + 1)(q −√
2q + 1) = (q2 + 1) deli (q4 − 1), je k = 4.
• Pri p = 3 je #E(Fq) = (q±
√
3q+1) in karakteristicˇni polinom Frobeniusovega
endomorfizma ima korena
α = 3a/2
(√
3− i
2
)
in α = 3a/2
(
−√3 + i
2
)
.
Iz α6 = α6 = −33a sklepamo, da je karakteristicˇni polinom Frobeniusovega
endomorfizma krivulje E nad Fq6 enak (X + q3)2 Ker velja (q + 1)(q +
√
3q +
1)(q −√3q + 1) = (q + 1)(q2 − 1 + 1) = (q3 + 1), sklepamo, da je k = 6.
4. Cˇe je t = 0, je #E(Fq) = (q + 1) in n deli (q − 1)(q + 1) = (q2 − 1). Posledicˇno je
k = 2.

Naslednji rezultat so prvi dokazali Menezes, Okamoto in Vanstone [102] pred izrekom
4.8.5.
Posledica 4.8.6. Supersingularne krivulje imajo vkljucˇitveno stopnjo k ≤ 6. 
Posledica 4.8.7. Naj bo p ≥ 5 prasˇtevilo in naj bo E elipticˇna krivulja nad Fp. Potem
je E supersingularna natanko tedaj, ko je Frobeniusova sled t = 0, kar je ekvivalentno
#E(Fp) = p+ 1.
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Dokaz. Cˇe je t = 0, potem je E supersingularna po definiciji 4.8.3. Obratno, naj bo
E supersingularna in t ̸= 0. Potem iz t ≡ 0 (mod p) sledi, da je |t| ≥ p. Po Hassejevem
izreku 4.6.2 je |t| ≤ 2√p. Od tod sklepamo p ≤ 2√p, kar pomeni p ≤ 4. 
Ena izmed prednosti supersingularnih krivulj je v hitrejˇsem racˇunanju kP, kjer je k
naravno sˇtevilo in P tocˇka na krivulji. Prihranek pri racˇunanju gre na racˇun zamenjave
sesˇtevanja tocˇk na krivulji z racˇunanjem v koncˇnem obsegu, ki je ponavadi hitrejˇse [152,
poglavje 4].
Primer. Navedimo tri zglede supersingularnih krivulj.
• Naj bo p ≡ 2 (mod 3) prasˇtevilo in naj bo a6 ∈ F∗p. Elipticˇna krivulja podana z
enacˇbo E : y2 = x3 + a6 je supersingularna, saj ima p+ 1 tocˇk.
• Naj bo p ≡ 3 (mod 4) prasˇtevilo in a4 ∈ F∗p. Elipticˇna krivulja E : y2 = x3 + a4x
ima tudi p+ 1 tocˇk in je zato supersingularna.
• Naj bo Fq koncˇni obseg s karakteristiko 2 in naj bo F (x) ∈ Fq[x] monicˇni polinom
stopnje 3. Potem je elipticˇna krivulja E : y2 + y = F (x) supersingularna. To sledi
iz dejstva, da je (x, y) ∈ E(Fqn) natanko tedaj, ko je (x, y+1) ∈ E(Fqn). Posledicˇno
je #E(Fqn) liho za vsak n. Tako ne obstaja nobena tocˇka reda 2 na E(F2), zato je
E supersingularna.
•
Izrek 4.8.8. [67, Trditev 13.6.2] Naj bo E elipticˇna krivulja nad Fpm , kjer je p prasˇtevilo.
Cˇe je E supersingularna, potem ima karakteristicˇni polinom Frobeniusovega endomorfizma
P (X) = X2 + tX + pm nad C korena α1 in α2 z lastnostjo, da sta α1/
√
pm in α1/
√
pm
korena enote. 
Naslednja rezultata povezˇeta lastnosti supersingularnih krivulj in Frobeniusovih mor-
fizmov.
Lema 4.8.9. Naj bo E supersingularna krivulja nad obsegom Fq in P (X) karakteri-
sticˇni polinom Frobeniusovega endomorfizma. Potem v kolobarju R[x] vsak linearni faktor
1
q
P (X
√
q) deli Φm(X
2) za nek m ∈ {1, 2, 3, 4, 6}, kjer Φm(x) oznacˇuje m-ti ciklotomicˇni
polinom.
Dokaz. S pomocˇjo izreka 4.6.3 lahko dobimo vse mozˇnosti za karakteristicˇni polinom
P (X) = X2 + tX + q Frobeniusovega endomorfizma. Vrednost t je lahko 0,±√q, ±2√q,
±√2q cˇe je q potenca sˇtevila 2, ali ±√3q cˇe je q potenca 3. Oznacˇimo P (X) = (X −
α)(X − β). Potem sta po izreku 4.8.8 α/√q in β/√q korena enote in
(X − α/√q)(X − β/√q) = 1
q
P (X
√
q).
Naj bo Q(X) = P (X
√
q)/q. Prve tri vrednosti t dajo naslednje mozˇnosti za Q(X) :X2+1,
X2 ± X + 1 in X2 ± 2X + 1 = (X ± 1)2. Za prva dva t lema velja. Pogoj o linearnih
faktorjih je potreben, saj (X ± 1) deli φ1(X2) = (X − 1)(X + 1), medtem ko (X ± 1)2
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ne deli nobenega ciklotomicˇnega polinoma. Ostaneta nam sˇe preostali dve mozˇnosti za t.
Najprej izberimo t = ±2(m+1)/2 kjer je q = 2m. Potem je Q(X) = X2 ±√2X + 1 in
(X2 +
√
2X + 1)(X2 −
√
2X + 1) = X4 + 1 = φ4(X
2).
Podobno za t = ±3(m+1)/2 kjer je q = 3m dobimo Q(X) = X2 ±√3X + 1 in
(X2 +
√
3X + 1)(X2 −
√
3X + 1) = X4 −X2 + 1 = φ6(X2).

V povezavi z ovoji definiranimi v razdelku 4.4 velja naslednji izrek.
Izrek 4.8.10. Naj bo E elipticˇna krivulja nad obsegom Fq s podgrupo prasˇtevilskega reda
r > 3 in vkljucˇitveno stopnjo k > 1 glede na r. Cˇe ima E ovoj E ′/Fq stopnje k in je
r > 4
√
q, potem je E supersingularna.
Dokaz. Po [65, izrek 3] obstaja enolicˇen ovoj E ′ stopnje k krivulje za katerega r deli
#E ′(Fq). Iz predpostavke r > 4
√
q sledi, da kvecˇjemu en vecˇkratnik sˇtevila r lezˇi v
Hassejevem intervalu [q+1−2√q, q+1+2√q]. Ker morata biti po Hassejevem izreku 4.6.2
vrednosti #E(Fq) in #E ′(Fq) znotraj tega intervala, mora veljati #E(Fq) = #E ′(Fq). Po
Tateovem izreku [147] obstaja izogenija ψ : E → E ′ definirana nad Fq. Iz predpostavke, da
je E ′ ovoj krivulje E stopnje k > 1 sledi, da sta E in E ′ izomorfni nad razsˇiritvijo obsega
Fq, nista pa izomorfni nad osnovnim obsegom Fq. Kompozitum izogenije in izomorfizma
porodi endomorfizem ψ krivulje E, ki ni definiran nad Fq, iz cˇesar sledi, da ne komutira s
Frobeniusovim endomorfizmom krivulje E. Od tod sklepamo, da End(E) ni komutativen,
torej mora biti E supersingularna. 
4.9 Kompleksno mnozˇenje
V tem razdelku bomo pokazali, da je kolobar endomorfizmov elipticˇne krivulje E ali
izomorfen Z ali redu imaginarnega kvadratnega obseg definiranega v A.2.31. Cˇe je End(E)
strogo vecˇji od Z bomo rekli, da ima krivulja E kompleksno mnozˇenje (CM). Izkazalo se
bo, da imajo vse krivulje nad koncˇnimi obsegi kompleksno mnozˇenje.
4.9.1 Elipticˇne krivulje nad C
Za lazˇjo definicijo kompleksnega mnozˇenja bomo predstavili elipticˇne krivulje nad C z
mrezˇami. Vecˇino lastnosti ne bomo dokazali, dokazi so na voljo v [152, poglavje 9] in
[137].
Trditev 4.9.1.
1. Elipticˇna krivulja E : y2 = 4x3−g2x−g3 nad C je izomorfna C/L, kjer je L = Zω1+
Zω2 mrezˇa v kompleksni ravnini za linearno neodvisni kompleksni sˇtevili ω1, ω2 ∈ C
nad R. Kvocient C/L ustreza torusu.
2. Naj bo E elipticˇna krivulja nad C, ki jo porodi mrezˇa L. Potem je End(E) ≃ {β ∈
C : βL ⊆ L}.

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Definicija 4.9.2. Naj bo L mrezˇa in naj bo k ≥ 3 naravno sˇtevilo. Definirajmo Eisen-
steinovo vrsto kot
Gk = Gk(L) =
∑
ω∈L,ω ̸=0
ω−k.
Izberimo tako mrezˇo L = Zω1 + Zω2, da bo τ = ω1/ω2 lezˇal v zgornji kompleksni ravnini
H = {x + iy ∈ C : y > 0}. Naj bo Lτ = Zτ + Z mrezˇa napeta na τ in 1. Za naravno
sˇtevilo k ≥ 3 definirajmo
Gk(τ) = Gk(Lτ ) =
∑
(m,n)̸=(0,0)
1
(mτ + n)k
.
Mrezˇa L′ je homoteticˇna mrezˇi L, cˇe obstaja tako nenicˇelno kompleksno sˇtevilo λ, da je
L = λL′.
Po [152, poglavje 10] je mnozˇica homeotetnih razredov koncˇna. Vrsta Gk konvergira in
za lihe k je Gk = 0.Mrezˇa Lτ je homoteticˇna mrezˇi L, kjer je λ = ω2 in Gk(τ) = ω
k
2Gk(L).
V nadaljevanju bomo uporabljali standardne oznake v teoriji elipticˇnih krivulj nad C
in sicer:
g2 = g2(L) = 60G4,
g3 = g3(L) = 140G6,
δ = g32 − 27g23,
j(τ) = 1728
g32
δ
,
(4.16)
kjer sta δ in j diskriminanta in j-invarianta elipticˇne krivulje C/L. Opazimo, da sta zgornji
formuli za δ in j(τ) podobni kot pri Weierstrassovih formulah (4.5). Za racˇunanje j(τ)
obstajajo eksplicitne formule, ki jih najdemo v [152, trditev 9.12, 9.13].
Izrek 4.9.3. Naj bo E elipticˇna krivulja nad C. Kolobar endomorfizmov End(E) je izo-
morfen ali Z ali redu imaginarnega kvadratnega obsega.
Dokaz. Naj bo L = Zω1 + Zω2 mrezˇa, ki definira krivulji E. Mnozˇica
R = {β ∈ C : βL ⊆ L}.
je zaprta za sesˇtevanje, odsˇtevanje in mnozˇenje, torej je kolobar. Velja tudi Z ⊂ R.
Izberimo β ∈ R, potem obstajajo taka cela sˇtevila j, k,m, n, da je βω1 = jω1 + kω2 in
βω2 = mω1 + nω2. V matricˇni obliki dobimo(
β − j −k
m β − n
)(
ω1
ω2
)
= 0.
Determinanta zgornje matrike je 0 in posledicˇno velja β2− (j+n)β+(jn− km) = 0. Ker
so j, k,m, n cela sˇtevila, je β algebraicˇno celo sˇtevilo in lezˇi v nekem kvadratnem obsegu
K (glej dodatek A.2.5).
Ob predpostavki, da je β ∈ R, iz (β − j)ω1 − kω2 = 0 in dejstva, da sta ω1 in ω2
linearno neodvisna nad R sledi, β = j ∈ Z in R ∩ R = Z.
Predpostavimo, da R ̸= Z. Izberimo β ∈ R in β /∈ Z. Potem je β algebraicˇno celo
sˇtevilo v kvadratnem obsegu K. Ker β /∈ R, mora biti K imaginaren kvadratni obseg K =
Q(
√
d) za nek d ∈ Z. Izberimo sˇe β′ /∈ Z iz R. Potem tudi za β′ velja β′ ∈ K ′ = Q(√d′)
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za nek d′ ∈ Z. Ker mora β + β′ tudi lezˇati v algebraicˇnem obsegu, je K = K ′ in R ⊂ K.
Vsi elementi v R so algebraicˇna cela sˇtevila, zato je R vsebovan v kolobarju celih sˇtevil
OK (definiranem v A.2.5). Torej, cˇe R ̸= Z, je R red v imaginarnem kvadratnem obsegu.

Definicija 4.9.4. Naj bo E elipticˇna krivulja nad obsegom K. Cˇe je End(E) strogo vecˇji
od Z, potem ima E kompleksno mnozˇenje v redu {β ∈ C : βL ⊆ L} ≃ End(E).
Trditev 4.9.5. [152, Trditev 10.3] Naj bo R red v imaginarnem kvadratnem obsegu in
naj bo L mrezˇa za katero velja R = End(C/L). Potem obstaja tak γ ∈ C∗, da je γL ideal
v R. Obratno, cˇe za podmnozˇico L ⊆ C in γ ∈ C∗ velja, da je γL ideal v R, potem je L
mrezˇa in R ⊆ End(C/L). 
Trditev 4.9.6. Naj bo R red v imaginarnem kvadratnem obsegu in naj bo L taka mrezˇa,
da je RL ⊆ L. Potem je sˇtevilo j(L) algebraicˇno nad Q.
Dokaz. Naj bo E elipticˇna krivulja porojena z mrezˇo L. Brez sˇkode za splosˇnost lahko
predpostavimo, da je E podana z enacˇbo y2 = 4x3 − g2x − g3. Naj bo σ avtomorfizem
obsega C in Eσ elipticˇna krivulja definirana z enacˇbo y2 = 4x3 − σ(g2)x− σ(g3). Cˇe je α
endomorfizem na E, potem je ασ endomorfizem na Eσ, kjer ασ dobimo iz α tako, da σ
deluje na koeficientih racionalnih funkcij, ki definirajo α. To pomeni End(E) ≃ End(Eσ).
Mrezˇa ki porodi Eσ pripada eni izmed koncˇno mnogo homoteticˇnih razredov mrezˇ, ki
vsebujejo R. Po definiciji je σ(j(L)) j-invarianta od Eσ. Zato ima j(L) koncˇno mnogo
mozˇnih slik glede na avtomorfizme obsega C, kar pomeni, da je j(L) algebraicˇna nad Q
[152, dodatek C]. 
Posledica 4.9.7. Naj bo K imaginarni kvadratni obseg.
1. Izberimo τ ∈ H. Potem ima C/(Zτ+Z) kompleksno mnozˇenje z redom v K natanko
tedaj, ko je τ ∈ K.
2. Cˇe je τ ∈ H vsebovan v K, potem je j(τ) algebraicˇno sˇtevilo nad Q.
Dokaz.
1. Iz trditve 4.9.1 sledi, cˇe ima C/(Zτ +Z) kompleksno mnozˇenje z redom v K, potem
je τ ∈ K. Obratno, naj bo τ ∈ K. Potem τ zadostuje enacˇbi aτ 2 + bτ + c = 0
za cela sˇtevila a, b, c in a ̸= 0. Mnozˇenje z aτ slika mrezˇo Lτ = Zτ + Z vase:
aτ · τ = −bτ − c ∈ Lτ . Posledicˇno ima C/Lτ kompleksno mnozˇenje.
2. Izberimo τ ∈ K. Naj bo R kolobar endomorfizmov krivulje C/Lτ . Po tocˇki 1. je
R ̸= Z, torej je R red v K in po trditvi 4.9.6 je j(τ) algebraicˇen nad Q.

Naslednji izrek nam bo koristil pri opisu algoritma za konstrukcijo krivulj.
Izrek 4.9.8. [17, Izrek VIII.2]. Naj bo τ ∈ H kompleksno kvadratno sˇtevilo z diskri-
minanto −D, kot je v definiciji A.2.35. Sˇtevilo razredov reda kvadratnega obsega z dis-
kriminanto −D oznacˇimo s hD. Potem je j(τ) algebraicˇno sˇtevilo stopnje hD in njegov
minimalni polinom je podan z
HD(x) =
∏
(x− j(α)),
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kjer α tecˇe po vseh kompleksnih sˇtevilih, za katere je par (α, 1) nicˇla ene izmed hD ekvi-
valentnih primitivnih reduciranih form diskriminante −D. 
Pokazali smo zˇe, da je j(τ) algebraicˇen nad Q, kar pomeni, da je j-invarianta koren
polinoma z racionalnimi koeficienti. Velja tudi bolj splosˇen rezultat, ki ga opiˇse naslednji
izrek.
Izrek 4.9.9. [152, Izrek 10.9]. Naj bosta R red v imaginarnem kvadratnem obsegu in L
mrezˇa z lastnostjo RL ⊆ L. Potem je j(τ) algebraicˇno celo sˇtevilo. Ekvivalentno, naj bo E
elipticˇna krivulja nad obsegom C s kompleksnim mnozˇenjem. Potem je j(E) algebraicˇno
celo sˇtevilo. 
Izrek 4.9.9 nam pove, da je j-invarianta koren monicˇnega polinoma s celosˇtevilskimi
koeficienti.
Cˇe je Z[τ ] maksimalni red nekega imaginarnega kvadratnega obsega K, potem je
H = K(j(τ)) razsˇiritev obsega K stopnje hD. Ta razsˇiritev je maksimalna neramifici-
rana Abelova razsˇiritev kot v dodatku A.2.27. Galoisova grupa razsˇiritve H nad K je
izomorfna grupi razredov obsega K, poleg tega H zadosˇcˇa definiciji Hilbertovih obsegov
razredov.
V nadaljevanju bomo predpostavili, da je Z[τ ] maksimalen red v nekem imaginarnem
kvadratnem obsegu. Naj −D oznacˇuje diskriminanto, torej je −D kongruentna 1 ali 0
(mod 4) in nobeno liho prasˇtevilo ne deli D s potenco vecˇ kot 1. Oznacˇimo z d tako kva-
dratov prosto celo sˇtevilo, da je Q(τ) = Q(
√−d). Povedano drugacˇe, cˇe je d ≡ 3 (mod 4),
potem velja D = d, cˇe pa je d ≡ 1, 2 (mod 4), potem velja D = 4d.
Za izracˇun Hilbertovega razrednega polinoma HD(x) definiranega v A.2.36 obstaja vecˇ
nacˇinov [13]. Mi bomo opisali klasicˇni pristop, kjer je potrebno dovolj natancˇno izracˇunati
vrednosti j(τ) za razlicˇne τ ∈ H. Pri tem si lahko pomagamo z naslednjimi formulami
[17, poglavje III]:
h(τ) =
∆2τ
∆(τ)
, j(τ) =
(256h(τ) + 1)3
h(τ)
,
kjer je
∆(τ) = q
(
1 +
∑
n≥1
(−1)n(qn(3n−1)/2 + qn(3n+1)/2)
)24
in q = e2π
√−1τ .
Tako definirana funkcija ∆(τ) je 24-ta potenca bolj znane Dedekindova funkcija, ki je
definirana kot
η(τ) = ∆(τ)1/24 = q1/24
∞∏
n=1
(1− qn)
= e2πiτ/24
(
1 +
∑
n≥1
(−1)n(qn(3n−1)/2 + qn(3n+1)/2).
)
.
Dedekindova funkcija zadosˇcˇa naslednjima lastnostima:
η(τ + 1) = e2πi/24η(τ), η(−1/τ) = √−iτη(τ).
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Polinom HD(x) lahko izracˇunamo z aproksimacijo za j(τ) v produktu
HD(x) =
∏
α
(x− j(α)),
kjer je α oblike
α = (−b+√−D)/(2a)
in konstante a, b, c zadosˇcˇajo naslednjim pogojem: b2 − 4ac = −D, |b| ≤√|D|/3, a ≤ c,
gcd(a, b, c) = 1 in iz |b| = a ali a = c sledi b ≥ 0. Povedano drugacˇe, ax2 + bxy + cy2 je
primitivna, reducirana pozitivno definitna binarna kvadratna forma z diskriminanto −D
[85].
Natancˇnost izracˇunov j(α) je pomembna, saj so zaradi ocene log |j(α)| ≈ π√D/a
koeficienti polinoma HD(x) lahko zelo veliki.
Zgoraj napisano lahko posplosˇimo. V nadaljevanju si bomo podrobneje pogledali do-
datne lastnosti elipticˇnih krivulj nad koncˇnimi obsegi in nato predstavili algoritem gene-
riranja krivulj nad Fp.
4.9.2 Elipticˇne krivulje s CM nad koncˇnimi obsegi
Pri parjenjih nas bodo zanimale elipticˇne krivulje nad koncˇnimi obsegi. V tem razdelku
bomo opisali lastnosti kolobarja endomorfizmov teh krivulj, kajti kompleksno mnozˇenje v
End(E) zagotovi, da ima krivulja E kompleksno mnozˇenje.
Trditev 4.9.10. Elipticˇna krivulja nad koncˇnim obsegom Fq ima vedno kompleksno mno-
zˇenje.
Dokaz. Po [52] je Frobeniusov endomorfizem φq koren polinoma X
2 − aX + q = 0, kjer
je |a| ≤ 2√q. . Cˇe je |a| < 2√q, potem ima ta polinom samo kompleksne nicˇle in φq /∈ Z.
Posledicˇno Z ̸= Z[φq] ⊆ End(E). Cˇe pa je a = ±2√q, je kolobar endomorfizmov sˇe vedno
vecˇji od Z, tako da ima E kompleksno mnozˇenje tudi v tem primeru. 
Glavni izrek, ki opiˇse kolobar endomorfizmov elipticˇnih krivulj E nad koncˇnimo obsegi
je naslednji. Dokaz izreka je na voljo tudi v [38].
Izrek 4.9.11. [152, Izrek 10.6]. Naj bo E elipticˇna krivulja nad koncˇnim obsegom karak-
teristike p.
1. Cˇe je E navadna elipticˇna krivulja iz definicije 4.8.1, potem je End(E) red v ima-
ginarnem kvadratnem obsegu.
2. Cˇe je E supersingularna iz definicije 4.8.1, potem je End(E) maksimalen red v
definitni algebri kvaternionov, ki je ramificiran v p in ∞ in je razcepen (ang. split)
v drugih prasˇtevilih.

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4.9.3 Generiranje krivulj s pomocˇjo CM
V tem razdelku bomo na kratko opisali osnove generiranja elipticˇnih krivulj s pomocˇjo
metode kompleksnega mnozˇenja. Na to temo obstaja veliko literature, na primer [17, 137,
152].
Metoda, ki jo bomo opisali, je namenjena generiranju krivulj nad velikimi prasˇtevilski-
mi obsegi, za drugacˇne obsege glej [106, 152]. Metoda temelji na aritmetiki kompleksnih
kvadratnih obsegov K = Q(
√−D), kjer je −D diskriminanta, ki je osnovni vhodni poda-
tek metode. Metoda je hitra, cˇe je sˇtevilo razredov hD obsega K majhno.
Zˇelimo konstruirati krivuljo E nad obsegom K = Fp s kompleksnim mnozˇenjem, kate-
rega diskriminanta reda End(E) je enaka −D. Po [137] j-invarianta take krivulje lezˇi v Fp
torej iˇscˇemo tako diskriminanto −D, za katero ima Hilbertov polinom HD(x) iz definicije
A.2.36 koren v Fp. Stolp obsegov Q ⊂ K ⊂ H, kjer je H Hilbertov obseg razredov obsega
K, se lokalno reducira ali na Qp, ali na njegovo kvadratno razsˇiritev. Pri prvi mozˇnosti
se p v K razcepi, pri drugi pa p ostane prasˇtevilo. Cˇe p ostane prasˇtevilo, potem krivulja
po modulu p s kompleksnim mnozˇenjem v Z[
√−D] ne obstaja.
Pri dani diskriminanti D torej iˇscˇemo prasˇtevila p, ki se v K razcepijo v glavne prai-
deale po definiciji A.2.24. Za tako prasˇtevilo bo diofantska enacˇba
4p = x2 +Dy2 (4.17)
resˇljiva. Tako enacˇbo lahko resˇimo s Cornacchiovim algoritmom, ki vrne verizˇne ulomke
korena. Resˇevanje 4p = x2 +Dy2 je ekvivalentno resˇevanju p = u2 + dv2, ki ga resˇimo z
naslednjim algoritmom.
Algoritem 4.9.1 uporabimo tako, da zaporedoma testiramo prasˇtevila, dokler ne do-
bimo resˇitve. Pricˇakovano sˇtevilo poskusov je 1/(2hD) [17].
Iz rezultata, ki je trojka (x, y, p) izracˇunamo
m = p+ 1± x.
To je kandidat za mozˇen red grupe elipticˇne krivulje nad Fp, ki jo zˇelimo konstruirati.
Za m preverimo, cˇe ustreza pogojem [17]: ima veliki prasˇtevilski faktor, ni enak p in ne
obstaja majhen k za katerega je pk ≡ 1 (mod m). Sˇtevilo tocˇk na krivulji je po Hassejevem
izreku 4.6.2 enako m = p + 1 − t, kjer je t Frobeniusova sled. Velja tudi t = α + α, kjer
je α element z normo enako p v obsegu K [17]. Resˇitev enacˇbe x2 + Dy2 = 4p pomeni,
da je α = ±(x+√−Dy)/2 element z normo enako p in sledjo enako ±x. Redi p+ 1± x
bodo torej redi elipticˇne krivulje in njihovih kvadratnih ovojev [137].
Glavna ideja za konstrukcijo krivulje nad obsegom Fp z grupo reda m je v naslednji
lemi.
Lema 4.9.12. [17, Lema VIII.3]. Za obseg Fp veljajo naslednje trditve:
1. Vsak element v obsegu Fp je j-invarianta neke elipticˇne krivulje nad Fp;
2. Cˇe je D > 4 so vse krivulje z j-invarianto j ̸= 0, 1728 nad obsegom Fp podane z
enacˇbo
Y 2 = X3 + 3lc2X + 2lc3, (4.18)
kjer je l = j/(1728− j) in c ∈ Fp;
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Algoritem 4.9.1 Cornacchiov algoritem
Vhodni podatki: celo sˇtevilo brez kvadratov d in prasˇtevilo p.
Rezultat: Resˇitev enacˇbe p = u2 + dv2, cˇe obstaja.
1. Naj bo p/2 < x0 < p resˇitev x
2 ≡ −d (mod p);
2. p← q0x0 + x1;
3. k ← 0;
4. while xk
2 < p ≤ xk−12 do
(a) xk ← qk+1xk+1 + xk+2;
(b) k ← k + 1;
5. end while
6. u← xk;
7. v ←√(p− xk2)/d;
8. if v ∈ Z then
Vrni (u, v);
9. else
Vrni ”Ni rezultata”;
10. end if
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3. Izberimo sˇtevilo j razlicˇno od 0 in 1728. Cˇe imata E in E ′ enako j-invarianto,
vendar nista izomorfni nad obsegom Fp, potem je E ′ kvadratni ovoj E. Cˇe velja sˇe
#E = p+ 1− t, potem je #E ′ = p+ 1 + t;
4. Cˇe je j = 0 ali j = 1728 moramo uposˇtevati ovoje viˇsjih stopenj 4 ali 6.

Naj bo j ̸= 0, 1728, in E podana z enacˇbo
E : Y 2 = X3 + aX + b.
Potem ima E ′ iz tocˇke 3. zgornje leme enacˇbo
E ′ : Y 2 = X3 + ac2X + bc3,
kjer je c poljubno celo sˇtevilo, za katero enacˇba x2 ≡ c (mod p) nima resˇitve v Fp. To po-
meni, da ko konstruiramo j-invarianto krivulje nad Fp reda m, dobimo dve kandidatki za
enacˇbo krivulje. Katera je prava enostavno preverimo z nakljucˇnim izbiranjem tocˇk. Pro-
blem konstrukcije krivulje smo tako reducirali na problem racˇunanja mozˇne j-invariante
elipticˇne krivulje nad Fp z danim sˇtevilom tocˇk m in kompleksnim mnozˇenjem maksimal-
nega reda Q(
√−D). Take j-invariante morajo biti natanko koreni Hilbertovega polinoma
HD(x) po modulu p. Tako je potrebno izracˇunati le Hilbertov polinom HD(x) in poiskati
njegove korene. Obstajajo sˇe izboljˇsave zgoraj opisanega algoritma, kjer uporabljamo
Webrove polinome [82, 153].
Primer. Naj bo D = 7, iˇscˇemo prasˇtevilo p za katero ima enacˇba
4p = x2 +Dy2
resˇitev. Z izbiro nakljucˇnih prasˇtevil in uporabo algoritma 4.9.1 dobimo resˇitev
p = 781221660082682887337352611537.
Na podlagi te vrednosti za p iˇscˇemo elipticˇno krivuljo nad Fp z redom grupe
m = 781221660082681210712714541668,
kar je sˇtirikratnik lihega prasˇtevila. Sˇtevilo razredov reda obsega K = Q(
√−7) je enako
ena. To pomeni, da ima Hilbertov polinom stopnjo ena in je enak
HD(x) = x+ 3375.
Pravimo, da ima HD(x) koren v Z/pZ ≃ Fp. Potrebujemo torej elipticˇno krivuljo z j-
invarianto
jE = −3375 ≡ 781221660082682887337352608162 (mod p).
Do izomorfizma natancˇno sta taki krivulji dve:
E : Y 2 = X3 + 384410658135923325515205253294X
+ 777088212145737475235038576554
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in
E ′ : Y 2 = X3 + 586337137088968521507562977329X
+ 470612877688284093511930750213.
Katera krivulja je prava, preverimo z nakljucˇnimi tocˇkami. Kratek izracˇun pokazˇe, da je
prava druga krivulja. •
Primer. Naj bo D = 292. Sˇtevilo razredov reda obsega K = Q(
√−D) je 4. Za prasˇtevilo
p = 471064017714648581743716115253
je enacˇba x2 +Dy2 = 4p resˇljiva. Od tod sklepamo, da obstaja elipticˇna krivulje z grupo
reda
m = 471064017714647630725498582802.
Hilbertov polinom HD(x) je enak
HD(x) = x
4 − 206287709860428304608000x3
− 93693622511929038759497066112000000x2
+ 45521551386379385369299683384000000000x
− 380259461042512404779990642688000000000000
in ima 4 korene (mod p), ki so vrednosti sˇtirih j-invariant elipticˇnih krivulj nad Fp z
grupami reda m. Ena izmed teh vrednosti je j = 95298163105585542899076823435, iz
katere lahko izracˇunamo naslednji dve elipticˇni krivulji:
E : Y 2 = X3 + 469268436428246725781035134277X
+ 155824285047281623272784717767
in
E : Y 2 = X3 + 354618739573347813123389093324X
+ 314251778593054362590879954574.
Druga krivulja ima red enak m, medtem ko ima prva red enak 2(p+ 1)−m. •
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Poglavje 5
PARJENJA NA ELIPTICˇNIH
KRIVULJAH
V drugem poglavju smo definirali bilinerano parjenje, ter navedli osnovne lastnosti in tipe.
V tem poglavju si bomo ogledali parjenja na elipticˇnih krivuljah. Pri tem bosta grupi
G1 in G2 v definiciji 2.1 grupi oziroma podgrupi tocˇk na elipticˇni krivulji. Za razlicˇne
tipe parjenj bomo navedli mozˇnosti implementacij na elipticˇnih krivuljah. Nato bomo
predstavili dva osnovna primera parjenj na elipticˇnih krivuljah, Tate-Lichtenbaumovo
parjenje in Weilovo parjenje. Navedena primera parjenj sta kljucˇna v kriptografiji, saj je
vecˇina ostalih parjenj, kot na primer ate in eta, izpeljana iz njiju [65]. Na koncu bomo
opisali Millerjev algoritem za racˇunanje parjenj in distorzijske preslikave, ki jih izpeljemo
iz parjenj.
5.1 Tipi parjenj
Spomnimo se iz poglavja 2, da imamo glede na oblike in lastnosti grup G1 in G2, sˇtiri tipe
parjenj [30, 56, 96]:
• Tip 1: G1 = G2;
• Tip 2: G1 ̸= G2 in obstaja ucˇinkovito izracˇunljiv netrivialni homomorfizem φ :
G2 → G1;
• Tip 3: G1 ̸= G2 in ne obstaja oziroma ni znanega ucˇinkovito izracˇunljivega netri-
vialnega homomorfizma φ : G2 → G1 med grupama;
• Tip 4: G1 ⊂ G2, grupa G1 je podgrupa grupe G2.
Parjenja tipa 1 so implementirana na supersingularnih krivuljah, ki jih lahko razdelimo
v dve skupini. V prvi skupini so supersingularne krivulje nad obsegi s karakteristiko
2 (F2m) ali 3 (F3m). Te imajo vkljucˇitveno stopnjo 4 oziroma 6. V drugi skupini pa
so supersingularne krivulje nad prasˇtevilskimi obsegi (Fp), ki imajo vkljucˇitveno stopnjo
enako 2. Parjenja tipa 2 so implementirana na navadnih krivuljah in homomorfizem G2 →
G1 je lahko kar sled definirana v 4.6.14. Parjenja tipa 3 so implementirana na navadnih
krivuljah, kjer je G2 ponavadi jedro sledi. Tip 3 je implementiran nad prasˇtevilskimi
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obsegi Fp. Parjenja tipa 4 so implementirana na navadnih krivuljah, pri cˇemer je grupa
G2 kar cela grupa q-torzijskih tocˇk E[q].
5.2 Weilovo parjenje
Weilovo parjenje na n-torzijskih tocˇkah elipticˇne krivulje je pomembno orodje pri sˇtudiju
in uporabi elipticˇnih krivulj. Z njim lahko dokazˇemo Hassejev izrek 4.6.2, uporabljeno
je v napadu na diskretni logaritem na elipticˇnih krivuljah, pojavlja pa se tudi v mnogo
protokolih in shemah, ki temeljijo na parjenjih.
Naj bo E elipticˇna krivulja nad obsegom K in naj bo n naravno sˇtevilo, ki ni deljivo s
karakteristiko obsega K. Po izreku 4.5.4 je grupa n-torzijskih tocˇk enaka E[n] ≃ Zn⊕Zn.
Naj bo µn = {x ∈ K, xn = 1} grupa n-tih korenov enote v K. Povzemimo lastnosti
korenov enot iz dodatka A.2.6. Ker n ne deli karakteristike K, enacˇba xn = 1 nima
vecˇkratnih nicˇel [93] in ima zato n korenov v K. Grupa µn je ciklicˇna reda n in vsak
njen generator ζ imenujemo primitivni koren enote; to je ekvivalentno temu, da je ζk = 1
natanko tedaj, ko n deli k. Naj bo E[n] ⊆ E(K) in kot bomo dokazali kasneje v trditvi
5.2.2, velja µn ⊂ K.
Zˇeleli bi konstruirati parjenje
en : E[n]× E[n]→ µn.
Izberimo tocˇko T ∈ E[n]. Po posledici 4.2.8 obstaja funkcija f , za katero velja
div(f) = n(T )− n(O). (5.1)
Naj bo T ′ ∈ E[n2] taka tocˇka, da velja nT ′ = T. S pomocˇjo posledice 4.2.8 bomo pokazali,
da obstaja taka funkcija g, za katero velja
div(g) =
∑
R∈E[n]
((T ′ +R)− (R)) . (5.2)
Preveriti je potrebno, da je vsota tocˇk v zgornjem delitelju enaka O. To sledi iz dejstva, da
E[n] vsebuje n2 tocˇk. TocˇkeR se v
∑
(T ′+R)−∑(R) odsˇtejejo in vsota je n2T ′ = nT = O.
Funkcija g je neodvisna od izbire tocˇke T ′, saj se vsaki dve izbiri T ′ med seboj razlikujeta
za element R ∈ E[n]. Tako lahko napiˇsemo tudi
div(g) =
∑
nT ′′=T
(T ′′)−
∑
nR=O
(R).
Naj f ◦ [n] : E → K oznacˇuje funkcijo, ki je kompozitum mnozˇenja z n in funkcije f.
Opazimo, da so tocˇke oblike T ′+R, kjer je R ∈ E[n], natanko tiste tocˇke, za katere velja
n(T ′ +R) = T. Iz (5.1) sledi
div(f ◦ [n]) = n
⎛⎝ ∑
R∈E[n]
(T ′ +R)
⎞⎠− n
⎛⎝ ∑
R∈E[n]
(R)
⎞⎠ = div(gn).
Posledicˇno je f ◦ [n] enaka gn pomnozˇeni s konstantnim faktorjem.
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Izberimo poljubni S ∈ E[n] in P ∈ E(K), za kateri sta g(P + S) in g(P ) definirani in
nenicˇelni. Potem velja
g(P + S)n = f(n[P + S]) = f(nP ) = g(P )n.
Posledicˇno je g(P +S)/g(P ) ∈ µn. Pri tem je vrednost g(P +S)/g(P ) neodvisna od izbire
P [152, poglavje 11].
Zdaj lahko definiramo Weilovo parjenje kot:
en(S, T ) =
g(P + S)
g(P )
. (5.3)
Definicija je neodvisna od izbire g v (5.2), saj je g dolocˇena z deliteljem do skalarnega
vecˇkratnika natancˇno. Prav tako je en neodvisna od izbire pomozˇne tocˇke P. Glavne
lastnosti tako definiranega parjenja so zajete v naslednjem izreku.
Izrek 5.2.1. Naj bo E elipticˇna krivulja definirana nad obsegom K in naj bo n tako
naravno sˇtevilo, ki ni deljivo s karakteristiko K. Potem je
en : E[n]× E[n]→ µn,
definirano v (5.3) parjenje z naslednjimi lastnostmi:
1. en je bilinearno v obeh spremenljivkah, kar pomeni:
en(S1 + S2, T ) = en(S1, T )en(S2, T ),
en(S, T1 + T2) = en(S, T1)en(S, T2),
za vsak S, S1, S2, T, T1, T2 ∈ E[n];
2. en je neizrojeno v obeh spremenljivkah, kar pomeni:
iz en(S, T ) = 1 za vsak T ∈ E[n] sledi S = O,
iz en(S, T ) = 1 za vsak S ∈ E[n] sledi T = O;
3. en(T, T ) = 1 za vsak T ∈ E[n];
4. en(T, S) = en(S, T )
−1 za vsak S, T ∈ E[n];
5. en(σ(S), σ(T )) = σ(en(S, T )) za vsak tak avtomorfizem σ obsega K, ki na koeficien-
tih krivulje E deluje kot identiteta;
6. en(α(S), α(T )) = en(S, T )
deg(α) za vsak separabilen avtomorfizem α krivulje E. V
primeru ko koeficienti krivulje E lezˇijo v obsegu Fq, trditev velja tudi za Frobeniusov
endomorfizem α = φq.
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Dokaz.
1. Ker je en neodvisen od izbire tocˇke P , lahko uporabimo (5.3) s P in P + S1 da
dobimo
en(S1, T )en(S2, T ) =
g(P + S1)
g(P )
g(P + S1 + S2)
g(P + S1)
=
g(P + S1 + S2)
g(P )
= en(S1 + S2, T ).
To dokazˇe linearnost v prvi spremenljivki. Naj bodo T1, T2, T3 ∈ E[n], kjer je
T1 + T2 = T3. Tocˇke Ti dolocˇijo funkcije fi, gi za 1 ≤ i ≤ 3 v definiciji Weilovega
parjenja za en(S, Ti). Po posledici 4.2.8 obstaja taka funkcija h, da je
div(h) = (T3)− (T1)− (T2)− (O).
Iz enacˇbe (5.1) sledi
div
(
f3
f1f2
)
= n · div(h) = div(hn).
Posledicˇno obstaja nenicˇelni c ∈ K, tako da je
f3 = cf1f2h
n,
odkoder sklepamo
g3 = c
1/n(g1)(g2)(h ◦ [n]).
Po definiciji parjenja en dobimo
en(S, T1 + T2) =
g3(P + S)
g3(P )
=
g1(P + S)
g1(P )
g2(P + S)
g2(P )
h(n[P + S])
h(nP )
= en(S, T1)en(S, T2).
Res, ker je nS = O, je h(n[P +S]) = h(nP ). To dokazˇe linearnost v drugi spremen-
ljivki.
2. Naj bo T ∈ E[n] z lastnostjo en(S, T ) = 1 za vsak S ∈ E[n]. Posledicˇno velja
g(P + S) = g(P ) za vsak P, S ∈ E[n]. Po trditvi 4.5.5 obstaja taka funkcija h, da
g = h ◦ [n]. Velja
(h ◦ [n])n = gn = f ◦ [n].
Ker je mnozˇenje z n po trditvi 4.3.2 in izreku 3.2.7 surjektivna preslikava na E(K),
je hn = f. Torej je
n · div(h) = div(f) = n(T )− n(O)
in div(H) = (T ) − (O). Po posledici 4.2.8 je T = O. Tako smo dokazali prvi del.
Neizrojenost v S sledi iz tocˇke 4. izreka in neizrojenosti v tocˇki T.
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3. Naj τjT predstavlja sesˇtevanje z jT, tako da f ◦ τjT deluje po predpisu
P ↦→ f(P + jT ).
Delitelj f ◦ τjT je enak n(T − jT )− n(−jT ). Velja
div
(
n−1∏
j=0
f ◦ τjT
)
=
n−1∑
j=0
(n([1− j]T )− n(−jT )) = 0.
To pomeni, da je
∏n−1
j=0 f ◦ τjT konstantna. Ker je nT ′ = T sklepamo, da je kon-
stantna tudi (
n−1∏
j=0
g ◦ τjT ′
)n
=
n−1∏
j=0
f ◦ [n] ◦ τjT ′
=
n−1∏
j=0
f ◦ τjT ◦ [n].
Posledicˇno je
∏n−1
j=0 g ◦ τjT ′ tudi konstantna in zato zavzame enaki vrednosti pri P
in P + T ′. Torej velja
n−1∏
j=0
g(P + T ′ + jT ′) =
n−1∏
j=0
g(P + jT ′).
Po krajˇsanju skupnih faktorjev dobimo
g(P + nT ′) = g(P ).
Ker je nT ′ = T, smo dokazali
en(T, T ) =
g(P + T )
g(P )
= 1.
4. Po tocˇki 1. in 3. izreka velja
1 = en(S + T, S + T )
= en(S, S)en(S, T )en(T, S)en(T, T )
= en(S, T )en(T, S).
Posledicˇno je en(T, S) = en(S, T )
−1.
5. Naj bo σ tak avtomorfizem obsega K, ki je identiteta na koeficientih krivulje E.
Z fσ in gσ oznacˇimo funkciji dobljeni z delovanjem σ na koeficientih racionalnih
funkcij, ki definirata f in g v konstrukciji parjenja en. Izracˇunajmo
div(fσ) = n(σT )− n(O)
in podobno naredimo za gσ. Posledicˇno velja
σ(en(S, T )) = σ
(
g(P + S)
g(P )
)
=
gσ(σP + σS)
gσ(σP )
= en(σS, σT ).
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6. Naj bo α separabilen avtomorfizem krivulje E in {Q1, . . . , Qk} = ker(α). Po trditvi
3.2.17 je deg(α) = k. Naj za racionalni funkciji fT in fα(T ) velja
div(fT ) = n(T )− n(O), div(fα(T )) = n(α(T ))− n(O).
Definirajmo racionalni funkciji gnT in g
n
α(T ) kot kompozituma
gnT = fT ◦ [n], gnα(T ) = fα(T ) ◦ [n].
Kot v tocˇki 3. naj τQ oznacˇuje sesˇtevanje s Q. Potem velja
div(fT ◦ τ−Qi) = n(T +Qi)− n(Qi)
in posledicˇno je
div(fα(T ) ◦ α) =
∑
α(T ′′)=α(T )
(T ′′)− n
∑
α(Q)=O
(Q)
= n
∑
i
((T +Qi)− (Qi))
= div(
∏
i
(fT ◦ τ−Qi)).
Za vsak i izberemo tako tocˇko Q′i, da je nQ
′
i = Qi. Iz enakosti gT (P − Q′i) =
fT (nP −Qi) sklepamo
div
(∏
i
(gT ◦ τ−Q′i)n
)
= div
(∏
i
fT ◦ τ−Qi ◦ [n]
)
= div(fα(T ) ◦ α ◦ [n])
= div(fα(T ) ◦ [n] ◦ α)
= div(gα(T ) ◦ α)n.
Poleg tega imata funkciji
∏
i gT ◦τ−Q′i in gα(T )◦α enak delitelj, torej je njun kvocient
konstanten.
Iz definicije (5.3) parjenja en sledi
en(α(S), α(T )) =
gα(T )(α(P + S))
gα(T )(α(P ))
=
∏
i
gT (P + S −Q′i)
gT (P −Q′i)
=
∏
i
en(S, T )
= en(S, T )
k = en(S, T )
deg(α).
Cˇe je α = φq Frobeniusov endomorfizem, potem iz tocˇke 5. sklepamo,
en(φq(S), φq(T )) = φq(en(S, T )) = en(S, T )
q,
saj je φq q-ta potenca elementov v Fq. Iz trditve 3.2.16 sledi, da je q = deg(φq), s
cˇimer je tocˇka 6. izreka dokazana.

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Posledica 5.2.2. Ob predpostavki izreka 5.2.1 obstajata taki tocˇki S, T ∈ E[n], za kateri
je en(S, T ) primitivni n-ti koren enote. Cˇe je E[n] ⊂ E(K), potem je µn ⊂ K∗.
Dokaz. Za poljubni tocˇki S, T ∈ E[n] je en(S, T ) element podgrupe µd grupe µn. Za vsak
S, T ∈ E[n] torej velja
1 = en(S, T )
d = en(dS, T ).
Ker je en neizrojeno, je dS = O in ker je tocˇka S poljubna, sledi d = n. Cˇe je E[n] ⊂ E(K),
potem iz tocˇke 5. izreka 5.2.1 sklepamo, da je en(S, T ) ∈ K∗ za vsak S, T ∈ E[n]. Torej
je tudi µn ⊂ K∗. 
Za elipticˇni krivulji E1 in E2 in izogenijo φ : E1 → E2 po definiciji 4.3.10, obstaja
dualna izogenija φˆ : E2 → E1. Naslednja trditev pokazˇe, kako sta si φ in φˆ dualni glede
na parjenje.
Trditev 5.2.3. Naj bosta S ∈ E1[n] in T ∈ E2[n] in naj bo φ : E1 → E2 izogenija. Potem
velja
en(S, φˆ(T )) = en(φ(S), T ).
Dokaz. Naj bo f racionalna funkcija, za katero velja div(f) = n(T ) − n(O), in gn
kompozitum funkcij definiran s pravilom gn = f ◦ [n]. Potem je
en(φ(S), T ) =
g(P + φ(S))
g(P )
.
Izberimo tako funkcijo h ∈ K(E1), da za φ∗ v predpisu (3.9) velja
φ∗((T ))− φ∗((O)) = (φˆ(T ))− (O) + div(h).
Taka funkcija h obstaja, saj je po tocˇki 2. izreka 4.3.9 φˆ(T ) natanko vsota tocˇk delitelja
na levi strani te enacˇbe. Potem je
div
(
f ◦ φ
hn
)
= φ∗div(f)− ndiv(h) = n(φˆ(T ))− n(O)
in (
g ◦ φ
h ◦ [n]
)n
=
f ◦ [n] ◦ φ
(h ◦ [n])n
=
(
f ◦ φ
hn
)
◦ [n].
Iz definicije parjenja en sledi
en(S, φˆ(T )) =
(g ◦ φ/h ◦ [n])(P + S)
(g ◦ φ/h ◦ [n])(P )
=
g(φ(P ) + φ(S))
g(φ(P ))
h(nP )
h(nP + nS)
= en(φ(S), T ).

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Pri racˇunanju zgoraj definiranega Weilovega parjenja lahko uporabimo princip, ki smo
ga videli na primeru v razdelku 4.2 o grupi na elipticˇnih krivuljah. Ker definicija vsebuje
funkcijo g, katere delitelj vsebuje prispevke vseh n2 tocˇk v E[n], je tako racˇunanje v
primeru velikih n zamudno. Zato v praksi uporabljamo alternativno definicijo Weilovega
parjenja, ki jo bomo predstavili v nadaljevanju.
Izrek 5.2.4. Naj bosta S, T ∈ E[n]. Izberimo disjunktna delitelja DS =
∑
P sP (P ) in
DT =
∑
P tP (P ) stopnje 0, z lastnostjo
∑
sPP = S in
∑
tPP = T. Naj bosta fT in fS
funkciji za kateri je div(fS) = nDS in div(fT ) = nDT . Potem je Weilovo parjenje podano
z
en(S, T ) =
fT (DS)
fS(DT )
,
kjer je po definiciji f(
∑
ai(Pi)) =
∏
i f(Pi)
ai .
Naravna izbira deliteljev v izreku 5.2.4 je
DS = (S)− (O), DT = (T +R)− (R),
za neko poljubno tocˇko R ∈ E(K). Preden dokazˇemo izrek 5.2.4, pa potrebujemo sˇe nekaj
vmesnih rezultatov, katerih dokazi so na voljo v [152, poglavje 11]. V nadaljevanju tega
razdelka bomo uporabljali naslednje oznake:
Naj bosta V,W ∈ E[n2] in fnV racionalna funkcija za katero velja
div(fnV ) = n(nV )− n(O).
Funkcija gnV je definirana z g
n
nV = fnV ◦ [n] kot v prvi definiciji Weilovega parjenja (5.3).
Naj bosta
c(nV, nW ) =
fnV+nW (X)
fnV (X)fnW (X − nV ) , (5.4)
d(V,W ) =
gnV+nW (X)
gnV (X)gnW (X − V ) , (5.5)
kjer sta desni strani obeh enacˇb funkciji spremenljivke X ∈ E(K).
Naslednja lema razlozˇi, zakaj sta (5.4) in (5.5) neodvisni od spremenljivke X.
Lema 5.2.5. c(nV, vW ) in d(V,W ) sta konstanti in
d(V,W )n = c(nV, nW ).

Naslednje leme bodo povezale Weilovo parjenje z zgornjima c in d.
Lema 5.2.6. Za tocˇke U, V,W ∈ E[n2] veljajo enakosti:
d(V,W + nU) = d(V,W ) in d(V + nU,W ) = d(V,W )en(nU, nW ); (5.6)
d(U, V )
d(V, U)
=
d(V,W )d(U +W,V )
d(V, U +W )d(W,V )
. (5.7)

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Lema 5.2.7. Naj bosta S, T ∈ E[n]. Potem je
en(S, T ) =
c(S, T )
c(T, S)
.
Dokaz. Izberimo U, V ∈ E[n2] za kateri velja nU = S, nV = T. Leva stran enakosti (5.7)
ni odvisna od W , zato v desni strani vzamemo W = jU za 0 ≤ j < n. Tako dobimo
c(nU, nV )
c(nV, nU)
=
(
d(U, V )
d(V, U)
)n
=
n−1∏
j=0
d(V, jU)d(U + jU, V )
d(V, U + jU)d(jU, V )
.
Po krajˇsanju faktorjev dobimo
c(S, T )
c(T, S)
=
d(V,O)d(nU, V )
d(V, nU)d(O, V ) .
Uporabimo enakost (5.6), kjer v prvi enacˇbi izberemo W = O, da dobimo d(V, nU) =
d(V,O). V drugi enacˇbi (5.6) pa vzamemo V = O in W = V, da dobimo d(nU, V ) =
d(O, V )en(nU, nV ). 
Zdaj imamo vse potrebno za dokaz izreka 5.2.4.
Dokaz. (Izrek 5.2.4.) Po definiciji c velja
en(S, T ) =
c(S, T )
c(T, S)
=
fT (X)fS(X − T )
fS(X)fT (X − S) , (5.8)
kar je neodvisno od izbire X. Naj bosta
D′S = (S)− (O), D′T = (X0)− (X0 − T ),
kjer X0 izberemo tako, da imata D
′
S in D
′
T disjunktni podpori. Oznacˇimo F
′
S(X) = fS(X)
in F ′T (X) = 1/fT (X0 −X). Potem velja
div(F ′S) = n(S)− n(O) = nD′S
in
div(F ′T ) = n(X0)− n(X0 − T ) = nD′T .
To vstavimo v enakost v (5.8) in dobimo
en(S, T ) =
F ′T (D
′
S)
F ′S(D
′
T )
.
S tem je izrek za zgoraj izbrana D′S in D
′
T dokazan. Potrebno je dokazati sˇe neodvisnost
od izbire.
Naj bosta zdaj DS =
∑
P sP (P ) in DT =
∑
P tP (P ) taka delitelja stopnje 0, za katera
je
∑
sPP = S in
∑
tPP = T. Potem je DS = div(h1)+D
′
S in DT = div(h2)+D
′
T za neki
racionalni funkciji h1 in h2. Naj bosta FS = h
n
1F
′
S in FT = h
n
2F
′
T . Potem je nDS = div(FS)
in nDT = div(FT ).
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Cˇe velja (SuppDS ∪ SuppD′S) ∩ (SuppDT ∪ SuppD′T ) = ∅, potem je
FT (DS)
FS(DT )
=
h2(DS)
nF ′T (DS)
h1(DT )nF ′S(DT )
=
h2(div(h1))
nh2(D
′
S)
nF ′T (div(h1))F
′
T (D
′
S)
h1(div(h2))nh1(D′T )nF
′
S(div(h2))F
′
S(D
′
T )
.
Po Weilovem izreku o reciprocˇnosti 3.3.13 velja h2(div(h1)) = h1(div(h2)) in
h2(D
′
S)
n = h2(nD
′
S) = h2(div(F
′
S)) = F
′
S(div(h2)),
h1(D
′
T )
n = h1(nD
′
T ) = h1(div(F
′
T )) = F
′
T (div(h1)).
Tako dobimo
FT (DS)
FS(DT )
=
F ′T (D
′
S)
F ′S(D
′
T )
= en(S, T ).
Cˇe pa (SuppDS ∪ SuppD′S) ∩ (SuppDT ∪ SuppD′T ) ̸= ∅, dokazˇemo rezultat v dveh
korakih. Naj bosta
D′′S = (X1 + S)− (X1), D′′T = (Y1 + T )− (Y1),
delitelja, kjer sta X1 in Y1 izbrani tako, da velja
(SuppD′S ∪ SuppD′′S) ∩ (SuppD′T ∪ SuppD′′T ) = ∅ in
(SuppD′′S ∪ SuppDS) ∩ (SuppD′′T ∪ SuppDT ) = ∅.
Po zˇe dokazanem sledi
FT (DS)
FS(DT )
=
F ′′T (D
′′
S)
F ′′S (D
′′
T )
=
F ′T (D
′
S)
F ′S(D
′
T )
= en(S, T ).

5.3 Tate-Lichtenbaumovo parjenje
V tem razdelku si bomo ogledali drugi pomemben primer parjenja. Podobno kot za
Weilovo parjenje tudi za to obstajata dve ekvivalentni definiciji.
Izrek 5.3.1. Naj bo E elipticˇna krivulja nad obsegom Fq in naj n ∈ N deli q−1. Oznacˇimo
µn = {x ∈ Fq : xn = 1}. Obstajata neizrojeni bilinearni parjenji
⟨., .⟩n : E(Fq)[n]× E(Fq)/nE(Fq)→ F∗q/(F∗q)n (5.9)
in
τn : E(Fq)[n]× E(Fq)/nE(Fq)→ µn, (5.10)
kjer so E(Fq)[n] tocˇke na E(Fq), katerih red deli n.
Prvemu parjenju pravimo Tate-Lichtenbaumovo parjenje, drugemumodificirano
Tate-Lichtenbaumovo parjenje. Slednje je bolj primerno za racˇunanje, saj je rezultat
ekspliciten element v µn, medtem ko je slika prvega odsek v F∗q po modulu n-te potence.
Za tako definirana parjenja, bi praviloma morali pisati ⟨P,Q + nE(Fq)⟩n, podobno tudi
za τn, saj so elementi v E(Fq)/nE(Fq) oblike Q + nE(Fq). Vendar bomo v nadaljevanju
ta zapis poenostavili v ⟨P,Q⟩n in τ(P,Q).
Za dokaz izreka 5.3.1 potrebujemo nekaj vmesnih rezultatov.
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Lema 5.3.2. Naj bo E elipticˇna krivulja nad obsegom Fq. Izberimo delitelj D1, ki se
ohrani s q-tim Frobeniusovim endomorfizmom φ(D1) = D1. Naj bo S ⊂ E(Fq) dana
koncˇna mnozˇica tocˇk. Potem obstaja tak delitelj D, ki se od D1 razlikuje za glavni delitelj,
velja φ(D) = D, in D v svoji podpori ne vsebuje nobene tocˇke iz S.
Dokaz. Naj boD1 =
∑d
j=1 cj(Pj).Ker tocˇke Pj lezˇijo v neki koncˇni mnozˇici grupe E(Fqk),
obstaja M ∈ N, da je MPj = O za vsak j. Izberimo m ≡ 1 (mod M) in T ∈ E(Fqk).
Potem je φm(T ) = T, torej φ permutira mnozˇico {T, φ(T ), . . . , φm−1(T )}. Definirajmo
D =
m−1∑
i=0
d∑
j=1
cj
(
(Pj + φ
i(T ))− (φi(T ))) .
Ker je φ(D1) = D1, je φ(Pj) = Pj′ za vsak j in nek j
′, v posebnem je cj = cj′ za nek j′.
Frobeniusov endomorfizem φ permutira tocˇke, torej je φ(D) = D. Spomnimo se definicije
sum v (4.10). Ker je m ≡ 1 (mod M), velja
sum
(
m−1∑
i=0
(
(Pj + φ
i(T ))− (φi(T )))) = mPj = Pj.
Posledicˇno je sum(D1 − D) = 0 in deg(D1 − D) = 0, kar pomeni, da je D1 − D glavni
delitelj.
Cˇe D vsebuje tocˇko iz mnozˇice S, potem velja ali φi(T ) ∈ S ali Pj + φi(T ) ∈ S za
neka i in j. To pomeni, da je T vsebovan v mnozˇici dobljeni s translacijo mnozˇice φ−i(S)
za ali O ali za eno izmed tocˇk φ−i(Pj). Naj bo s = #S. Potem je kvecˇjemu m(d + 1)s
tocˇk v uniji teh transliranih mnozˇic. Po Hassejevem izreku grupa E(Fqm) vsebuje vsaj
qm + 1− 2qm/2 tocˇk. Ker je
lim
m→∞
#E(Fqm)−m(d+ 1)s =∞,
lahko s smiselno izbiro m najdemo tak T, da ni v uniji teh mnozˇic. Tako dobimo delitelj,
ki v svoji podpori ne vsebuje tocˇk iz S. 
Lema 5.3.3. Naj bo D′ glavni delitelj za katerega je φ(D′) = D′ za q-ti Frobeniusov
endomorfizem. Potem obstaja taka racionalna funkcija f, da je div(f) = D′ in fφ = f,
kjer je fφ delovanje φ na koeficientih f. Funkcija f je torej definirana nad Fq.
Dokaz. Naj bo f1 racionalna funkcija definirana nad Fq, za katero velja div(f1) = D′.
Potem je
div(fφ1 ) = φ(D
′) = D′ = div(f1),
torej je fφ1 /f1 = c ∈ F
∗
q konstanta. Izberimo tak d ∈ F
∗
q, da je c = d
q−1 = φ(d)/d. Potem
je
φ(d)/d = c = fφ1 /f1
in
((1/d)f1)
φ = (1/φ(d))fφ1 = (1/d)f1.
Ker je d konstanta, ima funkcija f = (1/d)f1 enak delitelj kot f1. 
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Zdaj imamo vse potrebno za dokaz izreka 5.3.1.
Dokaz. (Izrek 5.3.1.) Glavna ideja dokaza je naslednja. Naj bo P ∈ E(Fq)[n] in f taka,
da bo div(f) = n((P ) − (O)). Za Q ∈ E(Fq) izberimo delitelj DQ =
∑
ai(Qi), ki je
ekvivalenten delitelju (Q)− (O) po modulu glavnih deliteljev in da v podpori ne vsebuje
tocˇk P ali O. Potem velja
⟨P,Q⟩n = f(DQ) =
∏
i
f(Qi)
ai .
Vendar pa moramo biti pri zgornji izbiri deliteljev in funkcij previdni. Naj bo P ∈
E(Fq)[n] in DP delitelj stopnje 0, za katerega je sum(DP ) = P. To pomeni, da ima
delitelj DP − (P )+(O) stopnjo 0 in sum enak O, torej je delitelj neke racionalne funkcije.
Drugacˇe povedano, DP je ekvivalenten (P ) − (O) po modulu glavnih deliteljev. Poleg
tega predpostavimo, da je φ(DP ) = DP , kar pomeni da q-ti Frobeniusov endomorfizem
φ permutira tocˇke v DP na tak nacˇin, da delitelj ostane nespremenjen. Po lemi 5.3.2 je
mozˇnosti za izbiro takih parametrov veliko.
Privzemimo, da smo izbrali ustrezen DP . Potem obstaja funkcija f , da je
div(f) = nDP .
Vendar pa poleg tega zˇelimo sˇe φ ((f(X)) = fφ(φ(X)) za vsak X ∈ E(Fq). Obstoj take
funkcije z lastnostjo fφ = f zagotavlja lema 5.3.3. Izberimo DQ =
∑
i ai(Qi) delitelj
stopnje 0, za katerega je sum(DQ) = Q, podpori DP in DQ nimata nobene skupne tocˇke
in velja φ(DQ) = DQ. Definirajmo
⟨P,Q⟩n = f(DQ) (mod (F∗q)n),
kjer za vsako funkcijo f , katere delitelj nima skupnih tocˇk z DQ definiramo
f(DQ) =
∏
i
f(Qi)
ai .
Ko imamo DP izbran, je funkcija f dolocˇena do konstante natancˇno. Ker je deg(DQ) =∑
i ai = 0, se vsaka konstanta v definiciji parjenja okrajˇsa. Preverimo sˇe kaj se zgodi,
ko spremenimo izbiro DP in DQ. Naj bosta D
′
P in D
′
Q delitelja stopnje 0, katerih sum je
zaporedoma enaka P in Q in za katera velja φ(D′Q) = D
′
Q in φ(D
′
P ) = D
′
P . Potem je
D′P = DP + div(g) in D
′
Q = DQ + div(h)
za neki funkciji g in h. Po lemi 5.3.3 lahko predpostavimo, da sta g in h definirani nad
Fq. Velja tudi div(f ′) = nD′P za neko funkcijo f ′ definirano nad Fq.
Najprej predpostavimo, da D′Q nima skupnih tocˇk z DP in D
′
P , in da D
′
P nima skupnih
tocˇk z DQ. Ker je
div(f ′) = div(fgn),
je f ′ = cfgn za neko konstanto c. Zdaj uporabimo f ′ in D′Q za definicijo parjenja, ki ga
bomo oznacˇili z ⟨., .⟩′n. Tako dobimo
⟨P,Q⟩′n = f ′(D′Q) = f(D′Q)g(D′Q)n = f(DQ)f(div(h))g(D′Q)n.
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Z uporabo Weilove reciprocˇnosti 3.3.13 dobimo
⟨P,Q⟩′n = f(DQ)h(div(f))g(D′Q)n
= f(DQ)h(DP )
ng(D′Q)
n.
Iz φ(h(DP )) = h(φ(DP )) = h(DP ) in podobno za g(D
′
Q) sklepamo, da sta h(DP ) in g(D
′
Q)
elementa F∗q. Posledicˇno je
⟨P,Q⟩′n ≡ ⟨P,Q⟩n (mod (F∗q)n),
torej je parjenje neodvisno od izbire DP in DQ po modulu n-te potence.
Za splosˇen primer, ko dopustimo, da imajo DP , D
′
P in DQ, D
′
Q skupne tocˇke, upora-
bimo lemo 5.3.2 za izbiro disjunktnih deliteljev D′′P in D
′′
Q, ki sta disjunktna vsem nasˇtetim
deliteljem. Potem je
⟨P,Q⟩′n ≡ ⟨P,Q⟩′′n ≡ ⟨P,Q⟩n (mod (F∗q)n).
Tako smo dokazali, da je parjenje neodvisno od izbire DP in DQ po modulu n-te potence.
Naj bosta zdaj Q1 in Q2 dve tocˇki in DQ1 in DQ2 pripadajocˇa delitelja. Potem je
DQ1 +DQ2 ∼ (Q1)− (O) + (Q2)− (O) ∼ (Q1 +Q2)− (O),
kjer ∼ oznacˇuje ekvivalenco po modulu glavnih deliteljev. Zadnja ekvivalenca je posledica
dejstva, da je preslikava sum homomorfizem grup. Posledicˇno je
⟨P,Q1 +Q2⟩n = f(DQq)f(DQ2) = ⟨P,Q1⟩n⟨P,Q2⟩n.
Parjenje je torej linearno v drugi spremenljivki.
Cˇe sta P1, P2 ∈ E(Fq)[n] in DP1 , DP2 pripadajocˇa delitelja ter f1, f2 pripadajocˇi funk-
ciji, potem je
DP1 +DP2 ∼ (P1)− (O) + (P2)− (O) ∼ (P1 + P2)− (O).
Od tod sledi DP1+P2 = DP1 +DP2 in
div(f1f2) = nDP1 + nDP2 = nDP1+P2 ,
zato za racˇunanje parjenja uporabimo f1f2. Enakost
⟨P1 + P2, Q⟩n = f1(DQ)f2(DQ) = ⟨P1, Q⟩n⟨P2, Q⟩n
dokazˇe, da je parjenje linearno v prvi spremenljivki.
Neizrojenost parjenja bomo dokazali kasneje, ko bomo vpeljali ekvivalentno definicijo,
pri kateri je neizrojenost lazˇje dokazljiva.
Ostane nam sˇe modificirano Tate-Lichtenbaumovo parjenje. Ker je F∗q ciklicˇna grupa
reda q − 1 nam (q − 1)/n-ta potenca porodi izomorfizem
F∗q/(F∗q)n → µn,
a ↦→ a(q−1)/n.
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Tako lahko definiramo modificirano Tate-Lichtenbaumovo parjenje kot
τn(P,Q) = ⟨P,Q⟩(q−1)/nn .
Lastnosti modificiranega Tate-Lichtenbaumovega parjenja τn tako sledijo iz lastnosti osnov-
nega Tate-Lichtenbaumovega parjenja. 
Podobno kot pri Weilovem parjenju, imamo tudi za Tate-Lichtenbaumovo parjenje dve
ekvivalentni definiciji. Zato si bomo v nadaljevanju ogledali alternativno definicijo, ter
dokazali dolocˇne lastnosti in ekvivalenco obeh definicij.
Izrek 5.3.4. Naj bo E elipticˇna krivulja nad Fq in n naravno sˇtevilo, ki deli q − 1. Z
E(Fq)[n] oznacˇimo elemente E(Fq), katerih red deli n. Naj bo µn = {x ∈ Fq : xn = 1}.
Izberimo P ∈ E(Fq)[n] in Q ∈ E(Fq), ter tak R ∈ E(Fq), da je nR = Q. Z en bomo
oznacˇili Weilovo parjenje in s φ q-ti Frobeniusov endomorfizem. Preslikava
τn : E(Fq)[n]× E(Fq)/nE(Fq) → µn
(P,Q) ↦→ en(P,R− φ(R))
je dobro definirano neizrojeno bilinearno parjenje.
Dokaz. Najprej bomo dokazali, da je τn dobro definiran in neodvisen od izbire R. Ker je
nR = Q ∈ E(Fq), velja
O = Q− φ(Q) = n(R− φ(R)),
torej je R−φ(R) ∈ E[n]. Ker je tudi P ∈ E[n], je Weilovo parjenje en(P,R−φ(R)) dobro
definirano. Recimo, da je nR′ = Q za drugo izbiro R ̸= R′. Naj bo T = R′−R. Potem je
nT = Q−Q = O in zato T ∈ E[n]. Od tod dobimo
en(P,R
′ − φ(R′)) = en(P,R− φ(R) + T − φ(T ))
= en(P,R− φ(R))en(P, T )/en(P, φ(T )).
Ker pa velja P ∈ E(Fq) in P = φ(P ), je tudi
en(P, φ(T )) = en(φ(P ), φ(T )) = φ(en(P, T )) = en(P, T ).
Torej τn ni odvisen od izbire R.
Ker je Q predstavnik odseka v E(Fq)/nE(Fq), je potrebno dokazati, da je vrednost
τn neodvisna od izbire predstavnika. Izberimo Q
′ − Q = nU ∈ nE(Fq), ter nR = Q in
R′ = R + U. Potem je nR′ = Q′ in velja
en(P,R
′ − φ(R′)) = en(P,R− φ(R) + U − φ(U)) = en(P,R− φ(R)),
saj je U = φ(U) za vsak U ∈ E(Fq). Posledicˇno τn ni odvisen od predstavnika odseka in
je dobro definiran.
Bilinearnost τn v prvi spremenljivki sledi iz bilinearnosti Weilovega parjenja v prvi
spremenljivki. Za bilinearnost v drugi spremenljivki Q pa predpostavimo, da je nR1 = Q1
in nR2 = Q2. Potem je n(R1 +R2) = Q1 +Q2 in
τn(P,Q1 +Q2) = en(P,R1 +R2 − φ(R1)− φ(R2))
= en(P,R1 − φ(R1))en(P,R2 − φ(R2))
= τn(P,Q1)τn(P,Q2).

V dokazu izreka 5.3.4 nismo dokazali neizrojenost parjenja. Za dokaz tega, bomo
najprej dokazali, da sta obe definiciji ekvivalentni.
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Izrek 5.3.5. Parjenji τn definirani v izreku 5.3.4 in izreku 5.3.1 sta enaki.
Dokaz. Privzemimo oznake izreka 5.3.4. Naj bo Q ∈ E(Fq) in nR = Q. Izberimo tako
funkcijo g, da je
div(g) = n(R)− (Q)− (n− 1)(O).
Naj gφ oznacˇuje funkcijo dobljeno tako, da φ deluje na vse koeficiente racionalne funkcije
g, tako da je φ(g(X)) = gφ(φ(X)) za vsak X ∈ E(Fq). Ker je φ(Q) = Q, velja
div(gφ) = n(φ(R))− (Q)− (n− 1)(O).
Posledicˇno je
div(g/gφ) = n(R)− n(φ(R)).
Izberimo P ∈ E(Fq)[n]. Po lemi 5.3.2 obstaja tak delitelj DP stopnje 0, da je sum(DP ) =
P, podpora DP ne vsebuje tocˇke O, Q in R ter φ(DP ) = DP (φ permutira tocˇke v DP ).
Izberimo f z lastnostjo div(f) = nDP kot v lemi 5.3.3, tako da je f(φ(R)) = φ(f(R)).
Naj bodo S = P, T = R − φ(R), DS = DP , DT = (R) − (φ(R)), FS = f in FT = g/gφ
kot v izreku 5.2.4. Ker φ potencira elemente Fq na q-to potenco, velja
τn(P,Q) = en(P,R− φ(R))
=
(g/gφ)(DP )
f((R)− (φ(R))
= φ
(
f(R)
g(DP )
)(
g(DP )
f(R)
)
=
(
f(R)
g(DP )
)q−1
.
Hkrati pa velja
f(R)n
f(Q)
f(O)
f(O)n = f(div(g)) = g(div(f)) = g(DP )
n.
Potem mora biti (
f(R)
g(DP )
)n
=
f(Q)
f(O)f(O)
n.
Potenciranje zgornje enakosti na potenco (q − 1)/n, nam da
τn(P,Q) =
(
f(R)
g(DP )
)q−1
=
(
f(Q)
f(O)
)(q−1)/n
f(O)q−1.
Ker je fφ = f in φ(O) = O, je f(O) ∈ Fq. Torej je f(O)q−1 = 1. Cˇe definiramo DQ =
(Q)− (O), dobimo
τn(P,Q) = f(DQ)
(q−1)/n.

Preden dokazˇemo neizrojenost Tate-Lichtenbaumovega parjenja, potrebujemo sˇe nekaj
rezultatov povzetih po [152, poglavje 11].
82 POGLAVJE 5. PARJENJA NA ELIPTICˇNIH KRIVULJAH
Naj bo n ∈ N in naj bosta A in B koncˇni Abelovi grupi reda n. Za bilinearno parjenje
⟨, ⟩ : B × A→ µn pri fiksnem a ∈ A lahko definiramo preslikavo
ψa : B → µn,
b ↦→ ⟨b, a⟩.
Tako definirana preslikava je homomorfizem. S Hom(B, µn) bomo oznacˇili mnozˇico vseh
homomorfizmov iz B v µn. Cˇe na Hom(B, µn) vpeljemo produkt s pravilom (α · β)(b) =
α(b) · β(b) za vsak α, β ∈ Hom(B, µn) in b ∈ B, dobimo Abelovo grupo.
Lema 5.3.6. Cˇe je B koncˇna Abelova grupa reda n, velja #Hom(B, µn) = #B. 
Spomnimo se, da je po definiciji parjenje ⟨, ⟩ : B × A → µn neizrojeno v A, cˇe iz
⟨b, a⟩ = 1 za vsak b ∈ B sledi a = 0.
Lema 5.3.7. Naj bo parjenje ⟨, ⟩ : B × A→ µn neizrojeno v A. Veljata naslednji trditvi:
1. Preslikava A→ Hom(B, µn) podana s pravilom a ↦→ ψa je injektivna;
2. Cˇe je #A = #B, potem je parjenje neizrojeno tudi v B.
Dokaz. Naj bo ψa trivialen homomorfizem, tj. ⟨b, a⟩ = ψa(b) = 1 za vsak b ∈ B. Iz
neizrojenosti v A sledi, da je v tem primeru a = 0, kar dokazˇe tocˇko 1. leme. Oznacˇimo
B1 = {b ∈ B : ⟨b, a⟩ = 1 ∀a ∈ A},
in za vsak a ∈ A definirajmo
βa : B/B1 → µn,
b (mod B1) ↦→ ⟨b, a⟩.
Preslikava βa je dobro definiran homomorfizem. Cˇe je βa trivialen homomorfizem, potem
je ⟨b, a⟩ = 1 za vsak b ∈ B, kar pomeni da je a = 0. Posledicˇno je preslikava iz A →
Hom(B/B1, µn) injektivna in Hom(B/B1, µn) ima po lemi 5.3.6 red enak #B/#B1. Ker
pa je #A = #B, mora biti #B1 = 1, od koder sledi, da je B1 = 0 in parjenje je neizrojeno
tudi v B. 
Velja tudi obrat tocˇke 2. leme 5.3.7.
Lema 5.3.8. Naj bo ⟨, ⟩ : B×A→ µn neizrojeno parjenje v A in B. Potem je #A = #B
in A ≃ Hom(B, µn), B ≃ Hom(A, µn). 
Lema 5.3.9. Naj boM koncˇna Abelova grupa in α :M →M homomorfizem grup. Potem
velja
#ker(α) = #M/#α(M).

Naslednja lema je sicer tehnicˇna, bo pa kljucˇna v dokazu neizrojenosti Tate-Lichten-
baumovega parjenja.
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Lema 5.3.10. Naj bosta A in B koncˇni Abelovi grupi reda n in
⟨, ⟩ : B × A→ µn,
bilinearno parjenje, ki je neizrojeno v obeh argumentih. Za podgrupo C grupe B defini-
rajmo naslednjo preslikavo
ψ : A → ∏c∈C µn,
a ↦→ (. . . , ⟨c, a⟩, . . .).
Potem je #ψ(A) = #C.
Dokaz. Ker je parjenje neizrojeno, je po lemi 5.3.9 A ≃ Hom(B, µn). Po definiciji ψ je
ker(ψ) = {a ∈ A : ⟨c, a⟩ = 1, ∀c ∈ C}. Cˇe identificiramo A s Hom(B, µn), je ker(ψ) =
{f ∈ Hom(B, µn) : f(C) = 1}. Homomorfizmi, ki preslikajo celoten C v 1, so natanko
homomorfizmi iz B/C v µn. Mnozˇica takih homomorfizmov ima red #(B/C) = #B/#C
in posledicˇno je #ψ(A) = #A/#ker(ψ) = #A/#(B/C) = #C, saj je #A = #B. 
Rezultat leme 5.3.10 lahko zdaj uporabimo na elipticˇni krivulji E. Definirajmo nasle-
dnjo preslikavo
ψ : E[n] →
∏
P∈E(Fq)[n]
µn,
Q ↦→ (. . . , en(P,Q), . . .).
(5.11)
Lema 5.3.11. Za q-ti Frobeniusov endomorfizem φ krivulje E je ker(ψ) = (φ − 1)E[n].

Zdaj lahko dokazˇemo, da je Tate-Lichtenbaumovo parjenje neizrojeno.
Dokaz. (Neizrojenost parjenja v izreku 5.3.1 in izreku 5.3.4.) Izberimo Q ∈ E(Fq) in jo
zapiˇsimo kot Q = nR, za nek R ∈ E(Fq). Predpostavimo, da velja
τn(P,Q) = en(P,R− φ(R)) = 1, za vsak P ∈ E(Fq)[n].
Potem je R − φ(R) ∈ ker(ψ) = (φ − 1)E[n], kjer je ψ preslikava definirana v (5.11).
To pomeni, da obstaja taka tocˇka T ∈ E[n], da je R − φ(R) = φ(T ) − T oziroma,
φ(R+T ) = R+T. Ker imajo tocˇke, ki jih φ fiksira, koordinate v Fq, velja R+T ∈ E(Fq).
Ker je Q = nR = n(R + T ), je Q ∈ nE(Fq). To dokazˇe neizrojenost
τn : E(Fq)[n]× E(Fq)/nE(Fq)→ µn
v drugi spremenljivki. Ker pa imata po lemi 5.3.9 za α = [n] grupi E(Fq)[n] inE(Fq)/nE(Fq)
enak red, je po lemi 5.3.7 parjenje neizrojeno tudi v prvi spremenljivki. 
Modificirano Tate-Lichtenbaumovo parjenje lahko razsˇirimo na razsˇiritve obsega Fq.
Naj bo E elipticˇna krivulja nad Fq, in n naravno sˇtevilo tuje k q, ki deli #E(Fq).
Naj bo k vkljucˇitvena stopnja E(Fq) glede na n. Potem je µn ⊆ F∗qk , in modificirano
Tate-Lichtenbaumovo parjenje je definirano kot
τˆn(P,Q) = ⟨P,Q⟩(qk−1)/nn . (5.12)
Za tako definirano modificirano Tate-Lichtenbaumovo parjenje velja naslednja trditev.
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Trditev 5.3.12. Za naravni sˇtevili n in N kjer n deli N velja
⟨P,Q⟩(qk−1)/NN = ⟨P,Q⟩(q
k−1)/n
n
Dokaz. Naj bo D delitelj stopnje 0 ekvivalenten (Q) − (O). Po izreku 4.2.8 obstaja
funkcija g nad Fq, za katero je div(g) = n(P )− n(O). Potem za h = N/n velja div(gh) =
N(P )−N(O) in posledicˇno
⟨P,Q⟩(qk−1)/NN = gh(D)(q
k−1)/N = g(D)(q
k−1)/n = ⟨P,Q⟩(qk−1)/nn .

5.4 Racˇunanje parjenj
Zdaj ko smo definirali in spoznali lastnosti osnovnih primerov parjenj na elipticˇnih krivu-
ljah, bomo predstavili sˇe algoritem za racˇunanje le teh. Algoritem se po avtorju imenuje
Millerjev algoritem [105] in je bil v osnovi narejen za racˇunanje Weilovega parjenja. Upora-
blja pa se tudi za racˇunanje Tate-Lichtenbaumovega parjenja in njunih izpeljank. Glavna
ideja algoritma je konstruirati funkcijo fP , katere delitelj bo imel naslednjo obliko
div(fP ) = n(P )− n(O). (5.13)
Za generiranje take funkcije po korakih je Miller uporabil metodo podvoji in sesˇtej. Na
i-tem koraki generiramo i-to Millerjevo funkcijo, ki je na n-tem koraku enaka fP .
Definicija 5.4.1. Naj bo E elipticˇna krivulja nad obsegom K. Pri dani tocˇki P ∈ E(K)
ter i ∈ N je Millerjeve funkcija fi,P ∈ K(E) funkcija z deliteljem div(fi,P ) = i(P ) −
(iP )− (i− 1)(O).
Cˇe je f1,P = 1, bo fn,P = fP funkcija z zˇeleno lastnostjo (5.13). Obstoj funkcije
je zagotovljen z lastnostmi deliteljev v izreku 4.2.8. Za Millerjevo funkcijo pa velja sˇe
dodatna lastnost, ki bo kljucˇna v algoritmu za racˇunanje parjenj.
Lema 5.4.2. Izberimo i, j ∈ N in P ∈ E(K). Naj bo ℓ enacˇba premice skozi tocˇki iP in
jP in v enacˇba navpicˇne premice skozi tocˇko iP + jP. Potem velja
fi+j,P = fi,Pfj,P
ℓ
v
. (5.14)
Dokaz. Po definiciji sesˇtevanja v E je tretja presecˇna tocˇka ℓ in E enaka −(i + j)P.
Podobno v seka E v tocˇkah (i+ j)P , −(i+ j)P in O. Izracˇunajmo
div(fi,Pfj,P
ℓ
v
) = div(fi,P ) + div(fj,P ) + div(ℓ)− div(v)
= i(P )− (iP )− (i− 1)(O)
+j(P )− (jP )− (j − 1)(O)
+(iP ) + (jP ) + (−(i+ j)P )− 3(O)
−((i+ j)P )− (−(i+ j)P ) + 2(O)
= (i+ j)(P )− ((i+ j)P )− (i+ j − 1)(O)
= div(fi+j,P ).

Te formule lahko najhitreje uporabimo v primeru j = 1 (sesˇtevanje) in j = i (podva-
janje). Millerjev algoritem uporablja verigo sesˇtevanj za nP za izracˇun fn,P = fP . Ker
nas zanima vrednost fn,P na delitelju, izracˇunamo tudi vse vmesne Millerjeve funkcije na
delitelju oblike D = (Q+ S)− (S).
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Algoritem 5.4.1 Millerjev algoritem za racˇunanje Tate-Lichtenbaumovega parjenja
Vhodni podatki: P,Q ∈ E(K), kjer je red P enak n.
Rezultat: ⟨P,Q⟩n.
1. Izberimo primerno tocˇko S ∈ E[n]− {O, P,−Q,P −Q};
2. Q
′ ← Q+ S;
3. T ← P ;
4. m← ⌊log2(n)⌋ − 1;
5. f ← 1;
6. while m ≥ 0 do
(a) izracˇunaj premici ℓ in v za podvajanje tocˇke T ;
(b) T ← 2T ;
(c) f ← f 2 · ℓ(Q′)
v(Q′) · v(S)ℓ(S) ;
(d) if m-ti bit od n enak 1 then
i. izracˇunaj premici ℓ in v za sesˇtevanje T + P ;
ii. T ← T + P ;
iii. f ← f · ℓ(Q′)
v(Q′) · v(S)ℓ(S) ;
(e) end if
(f) m← m− 1;
7. end while
8. Vrni f.
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Eden izmed nacˇinov za izbiro primerne tocˇke S je nakljucˇna tocˇka v E(K). V primerih,
ko je n velik, je algoritem deterministicˇen pri pogoju, da je S = iP, kjer binarni zapis i
ni del binarnega zapisa n.
Lahko se zgodi, da Millerjev algoritem ne vrne rezultata. To je v primeru, ko imata
vmesni premici ℓ ali v nicˇlo v tocˇki Q′ ali S. Vendar pa se v protokolih, ki temeljijo na
parjenjih to ne zgodi, saj obicˇajno velja P ∈ E(Fq) in Q /∈ E(Fq). V tem primeru so vse
nicˇle ℓ in v v grupi generirani s tocˇko P in cˇe vzamemo S = Q, se tak scenarij ne zgodi.
Vrstica 5.d.iii. algoritma se poenostavi v ℓ = (x−xP ) in v = 1 v zadnji iteraciji, saj je v
tem primeru T = −P. Sˇtevilo vseh iteracij celotnega algoritma je log2(n), torej je operacij
podvajanja log2(n). Sˇtevilo sesˇtevanj (10 in 12 vrstica) je enaka polovici Hammingove
utezˇi sˇtevila n. Torej je algoritem polinomski.
Predstavljeni algoritem je splosˇen Millerjev algoritem za racˇunanje Tate-Lichtenbaumo-
vega parjenja in se lahko uporabi tudi za racˇunanje Weilovega parjenja in njunih izpeljank.
Sam algoritem je mozˇno optimizirati glede na krivuljo in obseg. Vecˇ o optimizaciji algo-
ritma je na voljo v [8, 32, 133, 134].
Primer. Naj bo E : y2 = x3 + 1 nad F101. Potem je #E(F101) = 101 + 1 = 2 · 3 · 17. Za
n = 17 je vkljucˇitvena stopnja k = 2. Zdaj lahko zapiˇsemo F1012 = F101(φ), kjer je φ = −2.
Izberimo tocˇki P = (87, 61) reda 17 in Q = (48, φ) reda 102. Naj bo D = (2Q) − (Q).
Izracˇunajmo zdaj naslednje vrednosti:
i 1 2 4 8 16 17
fi(D) 1 52 + 56φ 53 + 3φ 46 + 18φ 22 + 43φ 74 + 62φ
Torej je
⟨P,Q⟩17 = 74 + 62φ,
kar potenciramo na (1012 − 1)/17 = 600 in dobimo 93 + 25φ ∈ µ17. •
5.5 Distorzijske preslikave
Ena izmed zanimivih posledic parjenj so distorzijske preslikave, ki ohranjajo dolocˇene
lastnosti.
Definicija 5.5.1. Izberimo elipticˇno krivuljo nad obsegom Fq in prasˇtevilo r, ki deli
#E(Fq). Naj bo e : E[r]×E[r]→ µr neizrojeno bilinearno parjenje in naj bo P ∈ E(Fq)[r].
Distorzijska preslikava glede na E, r, e in P je tak endomorfizem ψ, za katerega velja
e(P, ψ(P )) ̸= 1.
O obstoju distorzijskih preslikav nam veliko pove naslednja lema.
Lema 5.5.2. Naj ima P ∈ E(Fq) prasˇtevilski red r in naj bo k > 1. Predpostavimo, da
E(Fq) nima tocˇk reda r2. Izberimo endomorfizem ψ krivulje E, da velja ψ(P ) /∈ rE(Fqk).
Potem je ψ distorzijska preslikava.
Skica dokaza. Ker je ψ endomorfizem, je red ψ(P ) ali r ali 1. Ker pa ψ(P ) /∈ E(Fq), red
ψ(P ) ne more biti enak 1. Torej sta P, ψ(P ) netrivialni in neodvisni r-torzijski tocˇki na
krivulji E in ker ni tocˇk z redom r2, velja ψ(P ) /∈ rE(Fqk). Ker je e neizrojeno bilinearno
parjenje, velja e(P, P ) = 1 in posledicˇno je e(P, ψ(P )) ̸= 1. 
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Verheul je leta 2004 dokazal [149], da za vsako supersingularno elipticˇno krivuljo ob-
staja distorzijska preslikava. Velja pa tudi obrat, zajet v naslednjem izreku.
Izrek 5.5.3. Naj bo E elipticˇna krivulje nad obsegom Fq, ki ima distorzijsko preslikavo.
Potem je E supersingularna.
Skica dokaza. Naj bo ψ endomorfizem, ki preslika P ∈ E(Fq) v ψ(P ) /∈ E(Fq). Za q-ti
Frobeniusov endomorfizem φ je φ(P ) = P in φ(ψ(P )) ̸= ψ(P ). Posledicˇno ψ ◦ φ ̸= φ ◦ ψ
v grupi endomorfizmov End(E), zato je End(E) nekomutativna in E je supersingularna
krivulja. 
Ker je v primeru supersingularnih krivulj P definirana nad majhnim obsegom, imamo
ucˇinkovito reprezentacijo za vse tocˇke elipticˇne krivulje in posledicˇno je Millerjev algoritem
bolj ucˇinkovit. Zaradi tega so supersingularne krivulje posebej primerne za parjenja.
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Poglavje 6
UPORABA PARJENJ V
KRIPTOGRAFIJI
V nadaljevanju si bomo ogledali nekaj primerov uporabe parjenj v kriptografiji. Zacˇeli
bomo s prvim primerom uporabe parjenj, to je napadom na diskretni logaritem, nato bomo
nadaljevali s shemami za sˇifriranje in podpisovanje na podlagi identitete in tripartitnim
protokolom. Zakljucˇili bomo z razlicˇnimi primeri shem za podpise, ki uporabljajo parjenja.
Vecˇ o uporabi parjenj je na voljo v [157, 158].
6.1 MOV/Frey Ru¨ck napad na ECDLP
Pomembna uporaba parjenj v kriptografiji je v pretvorbi diskretnega logaritma na elipticˇnih
krivuljah v diskretni logaritem v koncˇnih obsegih. Motivacija za tak pristop je v index-
calculus algoritmu za racˇunanje diskretnega logaritma v koncˇnih obsegih [83], katerega
zahtevnost je podeksponentna. Napad z Weilovim parjenjem so prvi opisali Menezes, Oa-
kamoto in Vanstone (MOV) [101], napad s Tate-Lichtenbaumovim parjenjem sta opisala
Frey in Ru¨ck [51]. V nadaljevanju bomo opisali splosˇni algoritem, glej 6.1.1.
Naj bo E elipticˇna krivulja nad obsegom Fq, naj bosta P,Q ∈ E[n], kjer je gcd(n, q) =
1 in n prasˇtevilo in naj bo Q = λP, za nek λ ∈ N. Naj e(P,Q) oznacˇuje bilinearno parjenje
(Tate-Lichtenbaum, Weil).
Obstoja sˇtevila k v koraku 1 tega algoritma nam zagotavlja trditev 4.7.2. Tocˇko S v
koraku 3 dobimo z nakljucˇno izbiro tocˇke. Take tocˇke obstajajo po definiciji parjenja 2.1
in verjetnost, da bo tako izbrana tocˇka zadosˇcˇala, je velika [16].
Vecˇina korakov v tem algoritmu je racˇunsko enostavnih, z izjemo resˇevanja diskretnega
logaritma (racˇunanje λ, ζλ1 = ζ2 v F∗qk) v koraku 6. To se naredi z index-calculus metodo,
ki je podeksponentna glede na velikost binarnega zapisa sˇtevila qk. Napad je uspesˇen le,
cˇe je vrednost parametra k majhna.
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Algoritem 6.1.1 MOV/Frey Ru¨ck napad na ECDLP
Vhodni podatki: krivulja E nad obsegom Fq, kjer je q potenca prasˇtevila,P,Q ∈ E[n],
n tako prasˇtevilo gcd(n, q) = 1, obseg Fq, Q = λP za neznano vrednost λ ∈ N.
Rezultat: diskretni logaritem λ.
1. Naj bo k ∈ N najmanjˇse tako sˇtevilo, da n deli qk − 1;
2. Konstruiraj obseg Fqk ;
3. Poiˇscˇi tako tocˇko S ∈ E(Fqk), za katero velja e(P, S) ̸= 1;
4. Izracˇunaj ζ1 ← e(P, S);
5. Izracˇunaj ζ2 ← e(Q,S);
6. Poiˇscˇi λ tak, da je ζλ1 = ζ2 v F∗qk ;
7. Vrni λ.
6.2 Sˇifriranje na podlagi identitete
Pri uporabi kriptografije z javnimi kljucˇi, oseba A z javnim kljucˇem osebe B sˇifrira
sporocˇilo in ga posˇlje osebi B, ki ga s pripadajocˇim zasebnim kljucˇem odsˇifrira. Oseba A
mora pri tem imeti zagotovilo, da v resnici poseduje pravi javni kljucˇ, ki pripada osebi
B. Tako zagotovilo preprecˇi napadalcu C, da se predstavlja osebi A kot oseba B in tako
prestreza in odsˇifrira sporocˇila namenjena osebi B (ang. man in the middle attack).
Pri resˇevanju problema se ponavadi uporabi certificirana avtoriteta oziroma agencija
za overjanje (ang. certified authority - CA), ki je odgovorna za generiranje certifikatov
oziroma digitalnih potrdil za javne kljucˇe. Tak certifikat Cert(B) za osebo B vsebuje
podatke o identiteti IDB osebe B in javni kljucˇ PKB osebe B skupaj z digitalnim podpisom
sgnCA vseh teh podatkov
Cert(B) = (IDB,PKB, sgn(IDB,PKB)CA).
Tako lahko vsaka entiteta, ki poseduje javni kljucˇ CA, preveri podpis v certifikatu in se na
podlagi tega prepricˇa, da poseduje javni kljucˇ osebe, kateri zˇeli poslati sˇifrirano sporocˇilo.
Cˇeprav je zgoraj opisana resˇitev na prvi pogled enostavna, pa je v praksi drugacˇe. Tako
recimo oseba B ne ve kje dobi certifikat osebe A, poleg tega pa mora imeti zagotovilo, da
je certifikat sˇe veljaven (ni preklican ali ni pretekel).
Leta 1984 je Shamir [128] predstavil princip sˇifriranja, ki temelji na identiteti uporab-
nika (ang. identity based encryption), z namenom, da poenostavi probleme z upravljanjem
certifikatov. Tako predlaga, da je javni kljucˇ osebe A sestavljen iz podatkov, ki izkazujejo
identiteto oseba A - IDA (e-mail, naslov,...). Poleg tega je predlagal uvedbo zaupanja
vredne tretje osebe (ang. trusted third party - TTP), ki z uporabo svojega privatnega
kljucˇa generira privatni kljucˇ osebe A iz IDA in ga varno dostavi osebi A. Vsak drugi
uporabnik, ki bi zˇelel varno komunicirati z osebo A, bi sˇifriral sporocˇilo z IDA in javnim
kljucˇem TTP Za razliko od sistema s certifikati, lahko posˇlje osebi A sporocˇilo sˇe preden
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oseba A generira svoj privatni kljucˇ pri TTP. Problem veljavnosti, poteka ali preklica se
lahko resˇi s pomocˇjo dodatnih cˇasovnih podatkov.
Boneh-Franklin-ova shema za sˇifriranje
Leta 2001 sta Boneh in Franklin [18] predlagala prvo prakticˇno sˇifrirno shemo, ki
temelji na identiteti uporabnika. Predlagana shema uporablja bilinearno parjenje e : G1×
G1 → G2, na paru grup (G1, G2), na katerih je BDHP tezˇko izracˇunljiv in kriptografski
zgosˇcˇevalni funkciji:
H1 : {0, 1}∗ → G1{∞},
H2 : G2 → {0, 1}ℓ,
kjer je ℓ dolzˇina cˇistopisa v bitih. TTP-jev zasebni kljucˇ je nakljucˇno izbrano naravno
sˇtevilo t ∈ [1, n − 1], javni kljucˇ pa T = tP, kjer je P nakljucˇno izbran generator grupe
G1. Predpostavlja se sˇe, da lahko vsi uporabniki pridobijo avtenticirano kopijo javnega
kljucˇa T. Ko oseba A zahteva svoj privatni kljucˇ dA, TTP na podlagi IDA generira
dA = tH1(IDA), in ga varno dostavi osebi A. Algoritma za sˇifriranje in desˇifriranje sta
predstavljena spodaj.
Algoritem 6.2.1 Sˇifriranje
Vhodni podatki: cˇistopism ∈M, javni kljucˇ IDA osebe A, javni kljucˇ T TTP, generator
P grupe G1.
Rezultat: tajnopis c = (U, V ).
1. Izracˇunaj QIDA = H1(IDA) ∈ G∗1;
2. Izberi nakljucˇno sˇtevilo r ∈ Z∗q;
3. Izracˇunaj tajnopis:
c =
(
rP,m⊕H2(grIDA)
)
,
kjer je gIDA = e(QIDA , T ) ∈ G∗2.
Algoritem 6.2.2 Desˇifriranje
Vhodni podatki: tajnopis c = (U, V ) ∈ C, privatni kljucˇ dIDA ∈ G∗1.
Rezultat: desˇifriran cˇistopis m.
1. Izracˇunaj:
m = V ⊕H2(e(dIDA , U)).
Napadalec, ki bi rad prestregel in desˇifriral sporocˇilo m iz para c = (U, V ) mora znati
izracˇunati e(QIDA , T )
r pri znanih vrednostih podatkov (P,QIDA , T, U), kar je ekvivalentno
resˇevanju bilinearnega Diffie-Hellmanovega problema (BDHP), definiranega v definiciji
2.3.
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Pri predpostavki, da je BDHP tezˇko izracˇunljiv na grupah G1 in G2 in da sta H1 ter
H2 nakljucˇna oraklja, je tako definirana shema semanticˇno varna [18]. Vendar pa shema
ni odporna na napade z izbranim tajnopisom (ang. choosen-chiperattack), kjer napadalec
za vsak izbran tajnopis, razen za tistega, ki ga napada, dobi cˇistopis. [100, 18]. Da bi
shemo naredili odporne na take napade, moramo dodati kriptografski zgosˇcˇevalni funkciji:
H3 : {0, 1}∗ → [1, n− 1],
H4 : {0, 1}l → {0, 1}l.
Spremenjena algoritma za sˇifriranje in desˇifriranje sta spodaj.
Algoritem 6.2.3 Sˇifriranje
Vhodni podatki: cˇistopism ∈M, javni kljucˇ IDA osebe A, javni kljucˇ T TTP, generator
P grupe G1.
Rezultat: tajnopis c = (U, V,W ).
1. Izracˇunaj QIDA = H1(IDA) ∈ G∗1;
2. Izracˇunaj nakljucˇni ρ ∈ {0, 1}n;
3. Izracˇunaj r = H3(ρ,m);
4. Izracˇunaj gIDA = e(QIDA , T ) ∈ G2;
5. Izracˇunaj tajnopis:
c =
(
rP, ρ⊕H2(grIDA),m⊕H4(ρ)
)
.
Algoritem 6.2.4 Desˇifriranje
Vhodni podatki: tajnopis c = (U, V,W ) ∈ C, privatni kljucˇ dIDA ∈ G∗1, generator P
grupe G1
Rezultat: desˇifriran cˇistopis m.
1. Izracˇunaj V ⊕H2(e(dIDA , U)) = ρ;
2. Izracˇunaj W ⊕H4(ρ) = m;
3. Izracˇunaj r = H3(ρ,m);
4. if U ̸= rP then
Zavrni sporocˇilo;
5. else
m je desˇifrirani cˇistopis tajnopisa c;
6. end if
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6.3 Tripartitni protokol za dogovor o kljucˇu
Dobro znan primer v kriptografiji je Diffie-Hellmanov protokol za dogovor o kljucˇu med
dvema entitetama. Namen tega je, da si entiteti udelezˇeni v pogovor na varen nacˇin iz-
menjata sejni kljucˇ preko kanala, ki ga lahko spremlja tudi napadalec. Osnovni algoritem
je sledecˇi:
Algoritem 6.3.1 Osnovni protokol za dogovor o kljucˇu
Vhodna podatka: red n grupe G , P generator grupe G.
Rezultat: dogovorjen kljucˇ K = abP.
A:
1. Izbere nakljucˇno sˇtevilo a ∈ [1, n− 1];
2. Posˇlje vrednost aP entiteti B.
B:
1. Izbere nakljucˇno sˇtevilo b ∈ [1, n− 1];
2. Posˇlje vrednost bP entiteti A.
Skupni sejni kljucˇ, ki ga lahko izracˇunata obe entiteti, je K = abP.
Morebitni napadalec mora izracˇunati K pri vrednostih aP, bP in P, kar je ravno Diffie-
Hellmanov problem, ki smo ga predstavili v poglavju 2. Na zgornji protokol lahko gledamo
kot na eno-koracˇni protokol, saj obe entiteti lahko izracˇunata svoji vrednosti neodvisno
in jih v enem koraku posˇljeta drug drugi. Protokol lahko razsˇirimo tudi na tri entitete,
kjer pa se izmenjava podatkov izvede v dveh korakih, kot je razvidno iz slike 6.1.
Slika 6.1: Dogovor o kljucˇu v dveh korakih
V zgornjem protokolu je skrivni sejni kljucˇ K = abcP. Protokol je varen, cˇe je pro-
blem izracˇunati vrednost abcP pri znanih vrednostih P, aP, bP, cP, abP, bcP, caP tezˇak
(enakovreden DH). Pri tripartitnem protokolu se pojavi vprasˇanje, ali obstaja protokol,
s katerim bi izmenjavo kljucˇa dosegli v enem krogu in ki bi bil varen pred napadalcem.
Problem je leta 2000 resˇil Joux [68] s pomocˇjo bilinearnih parjenj. V nadaljevanju bomo
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na kratko predstavili njegov rahlo modificiran protokol [149]. Tripartitini protokol za iz-
menjavo kljucˇa v enem krogu uporablja bilinearno parjenje e na paru grup (G1, G2) za
katerega je BDHP tezˇko izracˇunljiv in je opisan v 6.3.2.
Algoritem 6.3.2 Tripartitni protokol za dogovor o kljucˇu s parjenjem
Vhodni podatki: red n grupe G1, element P generator grupe G1, parjenje e : G1×G1 →
G2 na paru grup (G1, G2).
Rezultat: dogovorjen kljucˇ K = e(P, P )abc.
A:
1. Izbere nakljucˇno sˇtevilo a ∈ [1, n− 1];
2. Posˇlje vrednost aP entiteti B in entiteti C.
B:
1. Izbere nakljucˇno sˇtevilo b ∈ [1, n− 1];
2. Posˇlje vrednost bP entiteti A in entiteti C.
C:
1. Izbere nakljucˇno sˇtevilo c ∈ [1, n− 1];
2. Posˇlje vrednost cP entiteti A in entiteti B.
Skupni sejni kljucˇ, ki ga lahko izracˇunajo vse entitete je
K = e(bP, cP )a = e(aP, cP )b = e(aP, bP )c = e(P, P )abc.
Napadalec, ki pri danih podatkih P, aP, bP, cP, n, e zˇeli izracˇunati kljucˇ K, mora resˇiti
BDHP. Protokol je viden tudi sliki 6.2.
Slika 6.2: Dogovor o kljucˇu v enem koraku s parjenjem.
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6.4 Podpisi s parjenjem
Vecˇina shem za podpise, ki temeljijo na diskretnem algoritmu, kot npr. DSA [39], so vari-
ante El-Gamalove sheme za podpise [44]. V takih shemah so podpisi ponavadi sestavljeni
iz para celih sˇtevil po modulu n, kjer je n red uporabljene grupe G = ⟨P ⟩. S parjenjem na
elipticˇnih krivuljah pa lahko konstruiramo tudi drugacˇne podpise, ki jih bomo predstavili
v naslednjih razdelkih.
6.4.1 Podpisi na podlagi identitete
Kmalu po objavi Boneh-Franklinove sheme za sˇifriranje na podlagi identitete uporabnika,
so se pojavile tudi sheme za podpisovanje, ki so temeljile na identiteti uporabnika [33, 63,
64, 117]. Tu bomo predstavili samo eno izmed njih in sicer shemo, ki sta jo predstavila
Cha in Cheon [33].
Podobno kot sheme za sˇifriranje na podlagi identitete, tudi ta shema uporablja bili-
nearno parjenje e : G1 × G1 → G2 na grupah G1 in G2 prasˇtevilskega reda q, nakljucˇno
izbran generator P ∈ G1, javni kljucˇ T = tP, kjer je t ∈ Z∗q izbran nakljucˇno, zgosˇcˇevalni
funkciji H1 : {0, 1}∗ → G∗1 in H2 : {0, 1}∗×G1 → Zq, ter privatni kljucˇ osebe A, ki je enak
dA = tH1(IDA). Algoritma za podpisovanje in preverjanje podpisa sta opisana v 6.4.1 in
6.4.2 respektivno.
Algoritem 6.4.1 Podpisovanje na podlagi identitete
Vhodni podatki: sporocˇilo m ∈ {0, 1}∗, IDA in dA.
Rezultat: podpis (U, V ).
1. Izberi nakljucˇen s ∈ Zq;
2. Izracˇunaj U = sH1(IDA);
3. Izracˇunaj h = H2(m,U).
4. Izracˇunaj V = (s+ h)dA;
Podpis je par (U, V ).
6.4.2 Kratki podpisi
Boneh, Lynn in Shacham [23] so predlagali prvo shemo, pri kateri je podpis sestavljen iz
enega samega elementa grupeG. Pri tem so uporabili bilinearno parjenje e : G1×G1 → G2,
kjer imata grupi G1 in G2 prasˇtevilski red q in za katerega je DHP v G1 tezˇko izracˇunljiv.
Poleg parjenja na grupah uporabijo sˇe zgosˇcˇevalno funkcijo H : {0, 1}∗ → G1 \ {∞} in
nakljucˇni generator P grupe G1. Privatni kljucˇ osebe A je vrednost a, kjer je a ∈ [1, q−1]
izbran nakljucˇno, javni kljucˇ je aP. Algoritma za podpisovanje in preverjanje podpisa sta
v 6.4.3 in 6.4.4 respektivno.
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Algoritem 6.4.2 Preverjanje podpisa na podlagi identitete
Vhodni podatki: podpis c = (U, V ), identiteta IDA osebe A.
Rezultat: veljavnost podpisa.
1. Izracˇunaj e(P, V );
2. Izracˇunaj e(T, U + hH1(IDA));
3. if e(T, U + hH1(IDA)) = e(P, V ) then
Podpis je veljaven;
4. else
Podpis ni veljaven.
5. end if
Algoritem 6.4.3 Podpisovanje - kratki podpis
Vhodni podatki: sporocˇilo m ∈ {0, 1}∗, generator P grupe G1 reda q, nakljucˇno izbrano
sˇtevilo a ∈ [1, q − 1].
Rezultat: podpis S.
1. Izracˇunaj M = H(m) ∈ G1 \ {∞};
2. Izracˇunaj S = aM.
Podpis sporocˇila m je S ∈ G1.
Algoritem 6.4.4 Preverjanje kratkega podpisa
Vhodni podatki: generator P grupe G1, javni kljucˇ aP, parjenje e na paru grup G1 in
G2, sporocˇilo m, podpis S.
Rezultat: veljavnost podpisa.
1. Izracˇunaj M = H(m)
2. if e(P, S) = e(aP,M) then
Podpis je veljaven;
3. else
Podpis ni veljaven.
4. end if
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6.4.3 Agregatni podpisi
Veliko aplikacij uporablja razlicˇne podpise razlicˇnih entitet. Kot primer si lahko ogle-
damo infrastrukturo javnih kljucˇev globine ℓ, pri kateri vsakemu uporabniku priredimo
verigo ℓ certifikatov, ki vsebuje ℓ podpisov ℓ certifikatnih agencij na ℓ razlicˇnih certifika-
tih. Podoben primer je recimo varen BGP protokol [75], v katerem vsak usmerjevalnik
prejme seznam ℓ podpisov za testiranje dolocˇene poti v mrezˇi dolzˇine ℓ. Usmerjevalnik
nato podpiˇse svoj segment v poti in posˇlje novi seznam ℓ+1 podpisov naslednjemu usmer-
jevalniku. Posledicˇno je sˇtevilo podpisov v sporocˇilu usmerjevalnikov linearno odvisno od
sˇtevila usmerjevalnikov na poti. V obeh zgornjih primerih bi veliko pridobili, cˇe bi name-
sto verige podpisov potrebovali samo enega.
Agregatni podpisi omogocˇajo resˇevanje problema opisanega v zgornjih dveh primerih.
Naj bo ℓ sˇtevilo uporabnikov, vsak s svojim parom javnega in privatnega kljucˇa (P, aiP ).
Uporabnik ui podpiˇse sporocˇilomi, da dobi podpis µi. Javni algoritem za agregatni podpis
vzame kot vhodne podatke vse podpise µi, i = 1, . . . , ℓ, rezultat algoritma pa je skrcˇen
podpis µ. Vsak lahko ustvari agregatni podpis na ℓ podpisih, sˇe vecˇ, agregatni podpisi
se lahko kreirajo tudi inkrementno, tj. podpisa µX in µY se lahko skrcˇita v podpis
µXY , ki se lahko potem skupaj s podpisom µZ skrcˇi v podpis µXY Z . Podobno algoritem
za preverjanje podpisa vzame za vhodne podatke javne kljucˇe uporabnikov P1, . . . , Pℓ
sporocˇila m1, . . . ,mℓ in agregatni podpis µ ter preveri ali je le ta veljaven. Podpis bo
veljaven, cˇe so bili vhodni podatki pri generiranju agregatnega podpisa µ vsi µ1, . . . µℓ.
Agregatni podpisi, ki so jih predstavili Boneh, Gentry, Lynn, Shachan [19], upora-
bljajo bilinearna parjenja na grupah G1, G2, pri katerem je DH tezˇko izracˇunljiv na G1.
Naj bo U mnozˇica uporabnikov. Vsak uporabnik u ∈ U ima par kljucˇev za podpisovanje
(P, auP ). Zˇelimo kreirati agregatni podpis za skupino uporabnikov U ⊆ U . Vsak posa-
mezni uporabnik u ∈ U kreira podpis µu na sporocˇilu mu lastne izbire. Vsi podpisi µu
bodo zdruzˇeni v en agregatni podpis µ. Entiteta, ki izracˇuna agregatni podpis, je lahko
razlicˇna od uporabnikov v mnozˇici U in ni nujno potrjena (ang. trusted) s strani upo-
rabnikov. Imeti mora le dostop do javnih kljucˇev uporabnikov v skupini U in njihovih
podpisov sporocˇil µu. Algoritem ima lastnost, da lahko pri preverjanju podpisa µ skupaj z
identitetami uporabnikov in sporocˇili mu preverimo, ali je vsak uporabnik zares podpisal
svoje sporocˇilo mu. Algoritma za posamezen podpis in preverjanje posameznega podpisa
sta enaka kot pri kratkih podpisih, 6.4.3 in 6.4.4 respektivno. Algoritma za kreiranje in
preverjanje agregatnega podpisa pa sta predstavljena v v 6.4.5 in 6.4.6 respektivno.
Algoritem 6.4.5 Kreiranje agregatnega podpisa
Vhodni podatki: uporabniki U ⊆ U , ui ∈ U, i = 1, . . . , ℓ =| U |, sporocˇila mi ∈ {0, 1}∗.
Rezultat: agregatni podpis.
1. Vsak uporabnik ui ∈ U generira podpis µi = aiH(mi) ∈ G1 na sporocˇilu mi ∈
{0, 1}∗ kjer velja mi ̸= mj za i ̸= j;
2. Izracˇunaj µ =
∑ℓ
i=1 µi;
Agregatni podpis je µ.
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Algoritem 6.4.6 Preverjanje agregatnega podpisa
Vhodni podatki: agregatni podpis µ, uporabniki U ⊆ U , ui ∈ U, i = 1, . . . , ℓ =| U |,
sporocˇila mi ∈ {0, 1}∗.
Rezultat: veljavnost podpisa.
1. if mi = mj, i ̸= j then
Zavrzˇi;
2. else
Izracˇunaj Mi = H(mi) za 1 ≤ i ≤ ℓ =| U |;
if e(µ, P ) =
∏ℓ
i=1 e(Mi, aiP ), then
Podpis je veljaven;
else
Podpis ni veljaven;
end if
3. end if
Vsak uporabnik ui ima privatni kljucˇ ai ∈ [1, q − 1] in javni kljucˇ aiP. Podpis µi
uporabnika ui je pravilen, cˇe velja µi = aiH(mi). Agregatni podpis µ je torej µ =
∑
i µi =∑
i aiH(mi). Cˇe uporabimo zdaj lastnosti bilinearnega parjenja, dobimo naslednje:
e(µ, P ) = e(
∑
i
aiH(mi), P ) =
∏
i
e(H(mi), P )
ai =
∏
i
e(H(mi), aiP ).
Analiza varnosti tako generiranih agregatnih podpisov je opisana v [23].
6.5 Drugi primeri uporabe
V prejˇsnjih razdelkih smo na kratko opisali nekaj aktualnih primerov uporabe parjenj na
elipticˇnih krivuljah v kriptografiji. Seveda to niso edini primeri uporabe. Parjenja lahko
uporabimo tudi za slepe podpise [155], prstan podpise [155, 3] ter druge digitalne podpise
[3, 156]. Uporabljajo se tudi v razlicˇnih shemah, ki temeljijo na identiteti uporabnika
[31, 142] in drugje. Dolocˇeni protokoli in sheme so bile tudi predlagane za vkljucˇitev v
standarde [108]. Vecˇ o primerih uporabe je na voljo na [158] in v [16, 76].
Poglavje 7
PARJENJEM PRIJAZNE
ELIPTICˇNE KRIVULJE
V prejˇsnjih poglavjih smo si ogledali parjenja na elipticˇnih krivuljah. Videli smo, da
morajo imeti za ucˇinkovito in varno implementacijo parjenj, elipticˇne krivulje posebne
lastnosti. Te so majhna vkljucˇitvena stopnja k, podgrupa tocˇk velikega prasˇtevilskega
reda r in velik razsˇirjen obseg Fqk . Elipticˇnim krivuljam, ki bodo zadosˇcˇale tem zahtevam,
bomo rekli parjenjem prijazne elipticˇne krivulje, natancˇna definicija je v 7.3.1.
V tem poglavju bomo najprej predstavili dopolnjeno razvrstitev oziroma taksonomijo
elipticˇnih krivulj, katere osnova bo [49]. Temu bo sledila primerjava velikosti razlicˇnih
parametrov, ki so bistveni za varnost. Pri tem bomo primerjali velikosti kljucˇev za si-
metricˇne kriptosisteme, mocˇ podgrupe na elipticˇni krivulje, velikost razsˇirjenega obsega
in vkljucˇitveno stopnjo. Nadaljevali bomo z eksplicitno definicijo parjenjem prijaznih
elipticˇnih krivulj in druzˇin krivulj. Ker imajo vse predstavljene konstrukcije skupen
osnovni princip, si ga bomo podrobneje ogledali. Pri tem bomo uporabili definicije in
lastnosti elipticˇnih krivulj s kompleksnim mnozˇenjem, ki smo jih pokazali v razdelku 4.9.
Ko bomo imeli osnovne principe razlozˇene, si bomo po vrsti glede na razvrstitev ogledali
konstrukcije krivulj, kar je tudi glavni namen tega poglavja. Pri tem se bomo oprli na ta-
ksonomijo, ki so jo originalno predstavili Freeman, Scott in Teske leta 2010 [49] in vsebuje
klasifikacijo znanih metod za generiranje elipticˇnih krivulj s predpisano vkkljucˇitveno sto-
pnjo. Dodali bomo nekaj novih algoritmov, ki so se pojavili v zadnjih letih. Predstavitev
konstrukcij krivulj bomo zacˇeli s supersingularnimi krivuljami in navadnimi krivuljami,
ki niso v druzˇinah. Temu bodo sledile konstrukcije redkih druzˇin, polnih druzˇin in druzˇin
z variabilno diskriminanto. Nato bomo navedli nekaj faktorjev, ki vplivajo na ucˇinkovito
in varno implementacijo, kot so distorzijske preslikave, ovoji in kompresije, aritmetika v
obsegih in Hammingova utezˇ. Poglavje bomo zakljucˇili s seznamom priporocˇenih krivulj
za vkljucˇitveno stopnjo k ≤ 50.
Cˇeprav so si konstrukcije med seboj podobne, so vse podane z namenom, da dobimo
zgoraj omenjen seznam krivulj. Seznam je povzet po [49] in dopolnjen z novimi konstruk-
cijami za vrednosti k = 8, 16 in 24.
V poglavju bomo pogosto uporabljali lastnosti ciklotomicˇnih polinomov. Definicije in
osnovne lastnosti so podane v dodatku A.2.6. Povsod bomo uporabljali naslednje oznake:
• ζk oznacˇuje k-ti primitivni koren enote v Q;
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• Q(ζk) oznacˇuje obseg Q razsˇirjen z ζk;
• Φk(x) oznacˇuje k-ti ciklotomicˇni polinom;
• ϕ(k) oznacˇuje vrednost Eulerjeve funkcije za sˇtevilo k.
V poglavju dolocˇenih izrekov zaradi obsezˇnosti in zahtevne uporabe teorije sˇtevil ne
bomo dokazali. Dokazi teh so na voljo v referencah. Vecˇino predstavljenih konstrukcij pa
je podanih skupaj z dokazi.
7.1 Taksonomija
Kot smo omenili zˇe zgoraj, si bomo najprej ogledali razvrstitev oziroma taksonomijo
parjenjem prijaznih elipticˇnih krivulj. Originalno taksonomijo so leta 2010 predstavili
Freeman, Scott in Teske [49], nasˇa razvrstitev, podana v diagramih 7.1, 7.2 in 7.3, se
od nje poleg novih konstrukcij krivulj, razlikuje v novo dodani skupini druzˇin krivulj
z variabilno diskriminanto. Originalna taksonomija sicer vkljucˇuje tudi konstrukcije z
variabilno diskriminanto, vendar so se leta 2012 pojavili novi algoritmi za take krivulje
[89], zato smo to skupino dodali kot posebno v taksonomijo. Definicija posameznih druzˇin
bo podana v naslednjih razdelkih.
Parjenjem prijazne krivulje
Druzˇine krivulj Krivulje, ki niso v druzˇinah
Diagram 7.1: Klasifikacija parjenjem prijaznih krivulj
Druzˇine krivulj
Redke druzˇine
MNT, GMV
Freeman, LMT
Polne druzˇine
Ciklotomicˇne Sporadicˇne Scott
Barreto
Druzˇine
z variabilno
diskriminanto
Diagram 7.2: Druzˇine parjenjem prijaznih krivulj
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Krivulje, ki niso v druzˇinah
Super singularne Cocks Pinch DEM
Diagram 7.3: Parjenjem prijazne krivulje, ki niso v druzˇinah
7.2 Varnost in velikost parametrov
Preden predstavimo konstrukcije iskanih krivulj, si poglejmo, kako na varnost vplivata
parametra r (velikost najvecˇje podgrupe E(Fq)) in qk (velikost razsˇiritvenega obsega).
Ker je racˇunanje diskretnega logaritma v koncˇnih obsegih bolj ucˇinkovito kot v grupi na
elipticˇnih krivuljah, mora biti qk precej vecˇja od r. V tabeli 7.2.1 je primerjava velikosti
parametrov, pri cˇemer smo se oprli na rezultate v [49, 56, 90], [15] in standarde [121, 122].
Iz tabele 7.2.1 vidimo, da za doseganje razlicˇnih stopenj varnosti, potrebujemo razlicˇne
krivulje z razlicˇnimi vrednostmi parametrov. Za vkljucˇitveno stopnjo imamo dve razlicˇni
vrednosti, ker razmerje med velikostjo razsˇiritvenega obsega qk in velikostjo podgrupe
r ni odvisna samo od vkljucˇitvene stopnje k. Odvisna je tudi od razmerja med veliko-
stjo osnovnega obsega q in velikostjo podgrupe r na elipticˇni krivulji, ki ga oznacˇimo z
ρ = log q/ log r. Cˇe bi hoteli postaviti sistem, kjer bi bila velikost podgrupe 160-bitov, ve-
likost razsˇiritvenega obsega pa 1280-bitov, bi lahko izbrali elipticˇno krivuljo z vkljucˇitveno
stopnjo k = 8 in ρ = 1 (take krivulje zaenkrat ne poznamo [49]), ali pa bi izbrali krivuljo
z vkljucˇitveno stopnjo k = 4 in ρ = 2, oziroma vse krivulje, katerih parametri bi zadosˇcˇali
enakosti ρ · k = 8.
Splosˇno so zazˇelene krivulje, katerih vrednost ρ je majhna, saj to pospesˇi aritmetiko na
krivulji. Tako je na primer krivulja z velikostjo podgrupe 160-bitov in ρ = 1 definirana nad
160-bitnim obsegom, medtem ko je krivulja s 160-bitno podgrupo in ρ = 2 definirana nad
320-bitnim obsegom. Po drugi strani pa je vecˇji kvocient ρ zazˇelen za hitrejˇse racˇunanje
parjenja. Cˇe bi pri varnostni stopnji 80 bitov vzeli 512-bitni q in 160-bitni r in vrednost
k = 2, bi bil to za dolocˇene protokole primeren izbor parametrov [133], zato je k = 2,
oznacˇen z *, dodan v tabeli pri stopnji varnosti 80 bitov.
7.3 Konstrukcija parjenjem prijazne elipticˇne krivu-
lje
Za uporabo parjenj v kriptografiji mora biti vkljucˇitvena stopnja k krivulje E (definirana
v 4.7) dovolj majhna, da je parjenje enostavno izracˇunljivo, vendar dovolj velika, da je
diskretni logaritem v obsegu F∗
qk
tezˇak problem. Za nakljucˇne krivulje E nad obsegom Fq
s prasˇtevilsko mocˇjo podgrupe r ≈ q je verjetnost, da ima E vkljucˇitveno stopnjo manjˇso
od log2 q glede na r majhna, in v splosˇnem lahko pricˇakujemo, da bo vkljucˇitvena stopnja
v rangu velikosti parametra r [5]. Ti rezultati namigujejo, da so v primerih, ko sta r
in q reda velikosti 2160, rezultati parjenja na nakljucˇni krivulji v obsegu velikosti reda
2160, kar pa je prakticˇno neizvedljivo zaradi zahtevnega racˇunanja. Da pa se izognemo
Pohlig-Hellmanovem napadu [119], pa morajo imeti tocˇke na krivulji E(Fq) prasˇtevilski
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Velikost kljucˇev v sim. Velikost podgrupe r Velikost razsˇiritvenega Vkljucˇitvena stopnja k glede na ρ
kriptosistemih v bitih na E v bitih obsega qk v bitih ρ ≈ 1 ρ ≈ 2
80 160 960 - 1340 6 - 8 2∗, 3-4
112 224 2200 - 3600 10 - 16 5 - 8
128 256 3000 - 5000 12 - 20 6 - 10
192 384 8000 - 10000 20 - 26 10 - 13
256 512 14000 - 26300 28 - 36 14 - 18
Tabela 7.2.1: Velikosti parametrov v bitih in pripadajocˇe vkljucˇitvene stopnje za razlicˇne
stopnje varnosti
red. Naloga je torej najti krivuljo, ki ima veliko podgrupo prasˇtevilskega reda in majhno
vkljucˇitveno stopnjo. Takim krivuljam bomo rekli parjenjem prijazne krivulje, bolj na-
tancˇno pa ta pojem opisuje naslednja definicija povzeta po [49].
Definicija 7.3.1. Elipticˇna krivulja E nad obsegom Fq je parjenjem prijazna, cˇe sta
izpolnjena naslednja pogoja:
1. Obstaja prasˇtevilo r ≥ √q, ki deli mocˇ grupe #E(Fq);
2. Vkljucˇitvena stopnja k krivulje E glede na r je manjˇsa od log2(r)/8.
V zgornji definiciji spodnja meja za velikost podgrupe velikosti r temelji na rezultatu
Luca, Shparlinski [95]. Slednji nam pove, da je krivulj z majhno vkljucˇitveno stopnjo glede
na r veliko, cˇe je r <
√
q in zelo malo, cˇe je r >
√
q. Zgornja meja za vkljucˇitveno stopnjo
pa temelji na prakticˇnem interesu in zazˇeleni stopnji varnosti. Tako vrednost log2(r)/8
predstavlja mejo glede na vrednosti k navedenimi v tabeli 7.2.1. Cˇe zˇelimo spreminjati
vkljucˇitveno stopnjo k, da bi dosegli viˇsjo stopnjo varnosti, je potrebno konstruirati par-
jenjem prijazne krivulje. Metod za konstrukcijo takih krivulj je kar nekaj, vse pa imajo
skupno naslednjo visoko-nivojsko strukturo:
1. Fiksiraj k in izracˇunaj taka cela sˇtevila t, r in q, za katere obstaja elipticˇna krivulja
E/Fq, ki ima naslednje lastnosti:
• Sled (definirana v izreku 4.6.3) enako t;
• Podgrupo prasˇtevilskega reda r;
• Vkljucˇitveno stopnjo k.
2. Uporabi metodo kompleksnega mnozˇenja za iskanje enacˇbe krivulje E nad obsegom
Fq (glej razdelek 4.9.3).
Najtezˇji del takih metod je najti parametre v tocˇki 1., da bo tocˇka 2. izracˇunljiva.
Navadna elipticˇna krivulja s temi lastnostmi je lahko generirana natanko tedaj, ko so
izpolnjeni naslednji pogoji:
1. q je prasˇtevilo ali potenca prasˇtevila;
2. r je prasˇtevilo;
3. Sˇtevili t in q sta si tuji;
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4. Sˇtevilo r deli q + 1− t;
5. Sˇtevilo r deli qk − 1 in r ne deli qi − 1 za 1 ≤ i < k;
6. Za neko dovolj majhno naravno sˇtevilo D in neko celo sˇtevilo y velja naslednja
enakost:
4q − t2 = Dy2. (7.1)
Diofantska enacˇba (7.1) v tocˇki 6. izvira iz kompleksnega mnozˇenja in smo jo srecˇali
v razdelku 4.9.3 na strani 62. Zato ji pravimo tudi enacˇba kompleksnega mnozˇenja.
Pogoj 1. zagotavlja, da obstaja koncˇni obseg s q elementi. V vecˇini primerov v
nadaljevanju bo q prasˇtevilo. Iz pogoja 6. sledi, da je t ≤ 2√q, kar skupaj s pogojem
3. zagotovi, da obstaja navadna elipticˇna krivulja E definirana nad Fq z mocˇjo grupe
#E(Fq) = q+1− t [151, izrek 4.1]. Pogoja 2. in 4. nam povesta, da ima E(Fq) podgrupo
reda r, po trditvi 4.7.2 pa je pogoj 5. ekvivalenten temu, da je vkljucˇitvena stopnja E
enaka k glede na r. Cˇe taki parametri t, r, q obstajajo, potem obstaja navadna elipticˇna
krivulja E/Fq z vkljucˇitveno stopnjo k in podgrupo reda r. Zahteva v pogoju 6., da je
D dovolj majhen, je potrebna za iskanje enacˇbe take krivulje z metodo kompleksnega
mnozˇenja, ki smo jo predstavili v razdelku 4.9. Dovolj majhno pomeni, da je D < 1012.
Ta meja nam pri racˇunski zahtevnosti zgoraj omenjenega postopka, ki je O(D1+ϵ) za nek
ϵ ∈ R>0 [143], omogocˇa izracˇun enacˇbe krivulje v realnem cˇasu. Cˇe uporabimo pogoj 4.
in zapiˇsemo q + 1− t = hr za nek h, potem enacˇbo (7.1) lahko zapiˇsemo v obliki
Dy2 = 4hr − (t− 2)2. (7.2)
Vrednosti h v zgornji enacˇbi pravimo tudi kofaktor parjenjem prijazne krivulje.
Naslednja trditev bo kljucˇna pri konstrukciji krivulj.
Trditev 7.3.2. Naj bo k naravno sˇtevilo, r prasˇtevilo, E/Fq elipticˇna krivulja z mocˇjo
grupe enake hr, t sled E/Fq in r - kq. Potem ima krivulja E/Fq vkljucˇitveno stopnjo k glede
na r natanko tedaj, ko je Φk(q) ≡ 0 (mod r), oziroma natanko tedaj, ko je Φk(t− 1) ≡ 0
(mod r).
Dokaz. Predpostavimo, da ima E vkljucˇitveno stopnjo k glede na r. Potem po trditvi
4.7.2 r | qk−1 in r - qi−1, za 1 ≤ i < k. Cˇe uposˇtevamo lastnost ciklotomicˇnih polinomov
xk − 1 =∏d|k Φd(x) in dejstvo, da je r prasˇtevilo, sledi da r |Φk(q). Ker je q+ 1− t = hr
in q ≡ t− 1 (mod r), sledi r |Φk(t− 1).
Dokazˇimo sˇe obrat. Cˇe r |Φk(t−1) potem r |Φk(q) in posledicˇno r | qk−1. To pomeni,
da ima E/Fq vkljucˇitveno stopnjo kvecˇjemu k. Pokazati moramo sˇe, da r - qi − 1 za
1 ≤ i < k. Pri temo bomo sledilu dokazu iz [100]. Naj bo f(x) = xk − 1 in naj bo
F = Z/rZ. Ker r - k, je gcd(f(x), f ′(x)) = 1 v F[x]. Torej ima polinom f(x) eno samo
nicˇlo v F. Zopet uposˇtevamo lastnost ciklotomicˇnih polinomov xk − 1 = ∏d|k Φd(x) in
dejstvo, da je q koren polinoma Φk(x) nad F. Tako dobimo Φd(q) ̸≡ 0 (mod r) za vsak
d | k in 1 ≤ d < k. Posledicˇno r - qd − 1 za vsak d|k in 1 ≤ d < k. Sledi sˇe, da r - qi − 1
za vsak naravno sˇtevilo i - k, saj bi v nasprotnem primeru r | qgcd(i,k) − 1. 
Trditev 7.3.2 nam pove, da lahko pogoj 5. zgoraj zamenjamo s pogojem
5.* r deli Φk(t− 1).
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Do sedaj smo si ogledali, kako kreirati krivuljo za dane parametre q, r in t. Za
uporabo v praksi pa bi radi generirali tudi krivulje dolocˇenih velikost v bitih. Za ta
namen bomo opisali druzˇine parjenjem prijaznih krivulj, za katere so parametri q, r in
t dani kot polinomi q(x), r(x) in t(x). Ideja o parametrizaciji krivulj s polinomi je bila
uporabljena v razlicˇnih konstrukcijah s strani razlicˇnih avtorjev [9, 25, 107]. Definicija, ki
jo bomo povzeli po [49], formalizira vse te pristope implicitno in nam predstavlja ogrodje
za nadaljnje konstrukcije krivulj.
Ker bodo vrednosti polinomov q(x) in r(x) predstavljale velikosti obsegov in grup,
morajo imeti polinomi, ki jih bomo konstruirali, lastnost, da za veliko vrednosti x zavza-
mejo dolocˇene vrednosti. Tako morajo biti vrednosti polinoma q(x) potence prasˇtevila,
vrednosti polinoma r(x) pa prasˇtevilo ali pa produkt prasˇtevila in kofaktorja.
O prasˇtevilskih vrednostih polinomov je znanega malo [99]. Tako na primer ni znano
niti za polinom, kot je na primer x2 − 1, koliko prasˇtevilskih vrednosti zavzame, oziroma
ali je le teh neskoncˇno. Zato moramo zahtevati izpolnjevanje dodatnih pogojev, cˇe zˇelimo,
da polinomi, ki jih bomo v nadaljevanju konstruirali, zavzamejo prasˇtevilske vrednosti.
Definicija 7.3.3. Naj bo f(x) polinom z racionalnimi koeficienti. Pravimo da f pred-
stavlja prasˇtevila, cˇe so izpolnjeni naslednji pogoji:
1. f(x) je nekonstanten polinom;
2. f(x) ima pozitivni vodilni koeficient;
3. f(x) je nerazcepen;
4. f(x) ∈ Z za nekaj vrednosti x ∈ Z (ekvivalentno, za neskoncˇno mnogo x ∈ Z);
5. gcd({f(x) : x, f(x) ∈ Z}) = 1.
Opomba: Zgornja definicija je povzeta po [49] in je motivirana z znano hipotezo Bu-
niakowskega in Schnizela [85], ki pravi, da nekonstanten polinom f(x) ∈ Z[x] zavzame
neskoncˇno mnogo prasˇtevilskih vrednosti natanko tedaj, ko ima pozitivni vodilni koefi-
cient, ko je nerazcepen in ko velja gcd({f(x) : x ∈ Z}) = 1. Hipoteza Batemana in
Horna [12] generalizira ta rezultat tudi na polinome z racionalnimi koeficienti. To hi-
potezo bomo pri konstrukcijah v nadaljevanju uporabili pri dokazovanju, da polinomi
predstavlja prasˇtevila.
Vsak pogoj v definiciji 7.3.3 je potreben za to, da f zavzame neskoncˇno mnogo prasˇtevilskih
vrednosti, zadostnost pogojev pa je hipoteticˇna. Testiranje, ali polinom f(x) predstavlja
prasˇtevilo, je izvedeno s koncˇnim postopkom:
• Pogoj 4. testiramo tako, da izracˇunamo vrednosti f(x) za vsa cela sˇtevila x ∈ [0, N)
za nek tak N, da je N · f(x) ∈ Z;
• Pogoj 5. testiramo tako, da za n ∈ Z izracˇunamo f(n) ∈ Z in preverimo, ali je f(x)
enaka 0 po mod p za vsa prasˇtevila p, ki delijo f(n).
Dodatno, cˇe je f(x) = ±1 za nek x ali cˇe f(x) zavzame dve razlicˇni prasˇtevilski vrednosti,
potem sta oba pogoja 4. in 5. izpolnjena.
Preden dokoncˇno definiramo druzˇine parjenjem prijaznih elipticˇnih krivulj po [49],
potrebujemo sˇe nekaj dodatnih orodij.
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Definicija 7.3.4. Polinom f(x) ∈ Q[x] ima celosˇtevilske vrednosti, cˇe f(x) ∈ Z za
vsak x ∈ Z.
Primer. Polinom f(x) = 1
2
(x2 + x + 2) = x(x+1)
2
+ 1 ima celosˇtevilske vrednosti in
predstavlja prasˇtevila. •
Definicija 7.3.5. Naj bodo t(x), r(x) in q(x) nenicˇelni polinomi z racionalnimi koeficienti.
1. Za dano naravno sˇtevilo k in naravno sˇtevilo D prosto kvadratov, trojka (t, r, q)
parametrizira druzˇino elipticˇnih krivulj z vkljucˇitveno stopnjo k in dis-
kriminanto D, cˇe so izpolnjeni naslednji pogoji:
(a) q(x) = p(x)d za nek d ∈ N, d ≥ 1 in polinom p(x), ki predstavlja prasˇtevilo;
(b) r(x) je nekonstanten, nerazcepen, ima celosˇtevilske vrednosti in pozitivni vo-
dilni koeficient;
(c) r(x) deli polinom q(x) + 1− t(x);
(d) r(x) deli polinom Φk(t(x)− 1), kjer je Φk k-ti ciklotomicˇni polinom;
(e) enacˇba
Dy2 = 4q(x)− t(x)2 (7.3)
ima neskoncˇno celosˇtevilskihh resˇitev (x, y).
Cˇe so ti pogoji izpolnjeni, trojko (t, r, q) imenujemo druzˇina.
2. Naj bo trojka (t, r, q) druzˇina. Cˇe je x0 celo sˇtevilo in E elipticˇna krivulja nad
obsegom Fq(x0) s sledjo t(x0), potem pravimo, da je E krivulja druzˇine (t, r, q).
3. Druzˇina (t, r, q) je navadna (ang. ordinary), cˇe je gcd(t(x), q(x)) = 1.
4. Druzˇina (t, r, q) je polna (ang. complete), cˇe obstaja tak polinom y(x) ∈ Q[x], da
velja Dy(x)2 = 4q(x)− t(x)2.
5. Druzˇina (t, r, q) je polna z variabilno diskriminanto, cˇe se enacˇba v (7.3) da
zapisati bodisi kot
f(x)y(x)2 = 4q(x)− t(x)2, (7.4)
bodisi kot
f(x) = 4q(x)− t(x)2, (7.5)
kjer je f(x) linearni polinom.
6. Cˇe druzˇina ne zadosˇcˇa nobenemu od pogojev v tocˇkah 3., 4. in 5. je druzˇina redka
(ang. sparse).
7. Trojka (t, r, q) parametrizira potencialno druzˇino krivulj, cˇe so izpolnjeni pogoji
(b) - (e) tocˇke 1. V tem primeru polinom p(x) lahko predstavlja prasˇtevilo, ali pa
tudi ne.
Pogoj (c) v tocˇki 1. definicije 7.3.5 zagotavlja, da za dano vrednost x, za katero je q(x)
prasˇtevilo, sˇtevilo r(x) deli mocˇ grupe #E(Fq(x)). Cˇe je r(x) = q(x)+1−t(x), potem je za
vrednosti x, za katere sta r(x) in q(x) prasˇtevili tudi #E(Fq(x)) prasˇtevilo. To je idealni
primer, ki pa ga je v praksi tezˇko dosecˇi. Zato definiramo parameter ρ, ki nam pove, kako
blizu tega idealnega primera je dana krivulja druzˇine. Parameter ρ izrazˇa razmerje med
velikostjo q obsega in velikostjo r podgrupe E(Fq) prasˇtevilskega reda.
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Definicija 7.3.6.
1. Naj bo E/Fq elipticˇna krivulja, ki ima podgrupo reda r. Vrednost ρ krivulje E
glede na r je definirana kot
ρ(E) =
log q
log r
. (7.6)
2. Naj trojka (t, r, q) parametrizira druzˇino (oziroma potencialno druzˇino) elipticˇnih
krivulj z vkljucˇitveno stopnjo k. Vrednost ρ druzˇine (t, r, q) je definirana kot
ρ(t, r, q) = lim
x→∞
log q(x)
log r(x)
=
deg(q)
deg(r)
. (7.7)
Po definiciji 7.3.1 imajo parjenjem prijazne krivulje ρ(E) ≤ 2. Po drugi strani pa iz
Hassejeve meje |#E(Fq) − q + 1| ≤ 2√q sledi, da je vrednost ρ(t, r, q) vedno vsaj 1. Cˇe
obstajajo krivulje v druzˇini (t, r, q), katerih red je prasˇtevilo, potem deg(r) = deg(q) in
ρ(t, r, q) = 1. To je idealni primer, vendar pa obratno ni nujno res. Cˇe je ρ(t, r, q) = 1,
je lahko za vsako krivuljo E v tej druzˇini #E(Fq) = hr(x), kjer je h konstanten kofaktor
[56]. V trditvi 7.3.7 je nekaj lastnosti vrednosti ρ za navadne elipticˇne krivulje s stopnjo
vkljucˇitve 1 ali 2.
Trditev 7.3.7. Naj bo trojka (t, r, q) druzˇina navadnih elipticˇnih krivulj s stopnjo vkljucˇitve
k ≤ 2 in diskriminanto D. Potem velja:
1. Cˇe je k = 1, potem je ρ(t, r, q) ≥ 2, kadar velja katerikoli od naslednjih pogojev:
(a) deg(t) ≥ 1;
(b) Obstaja neskoncˇno mnogo celosˇtevilskih resˇitev (x, y) enacˇbe kompleksnega mno-
zˇenja (7.3), za katere je vrednost polinoma r(x) prosta kvadratov in tuja k D.
2. Za k = 2 je ρ(t, r, q) ≥ 2.
Dokaz. Iz pogoja (c) v tocˇki 1. definicije druzˇine 7.3.5 sledi r(x) |Φk(t(x) − 1). Po
definiciji ciklotomicˇnega polinoma A.2.42 je za 1 ≤ k ≤ 2 deg(Φk) = 1 in v primeru,
ko je Φk(t(x) − 1) ̸= 0 je deg(t) ≥ deg(r). Iz Hassejeve meje potem sledi ρ(t, r, q) ≥ 2.
Ostaneta sˇe primera k = 1, t(x) = 2 in k = 2, t(x) = 0. Cˇe je t(x) = 0, potem druzˇina
ni navadna, zato drugi primer lahko zavrzˇemo. Cˇe pa je k = 1 in t(x) = 2, potem enacˇba
kompleksnega mnozˇenja (7.2) dobi obliko Dy2 = 4h(x)r(x). Iz predpostavke (b) tocˇke 1.
trditve sledi, da je neskoncˇno mnogo vrednosti x, za katere je h(x) ≥ r(x) in posledicˇno
je deg(h) ≥ deg(r). Ker je deg(q) = deg(h) + deg(r), sledi ρ(t, r, q) ≥ 2. 
7.4 Supersingularne krivulje
Spomnimo se, da je elipticˇna krivulja E/Fq z grupo tocˇk mocˇi #E(Fq) = q + 1 − t
supersingularna natanko tedaj, ko je gcd(t, q) > 1 (glej definicijo 4.8.3). Dokazano je, da
so redi grup supersingularnih krivulj oblike q + 1 − t, kjer je t2 ∈ {0, q, 2q, 3q, 4q} [136].
Iz tega sledi, da imajo suersingularne krivulje vkljucˇitveno stopnjo k ∈ {1, 2, 3, 4, 6}, kar
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smo dokazali v izreku 4.8.5. Velja sˇe vecˇ, k = 2 je edina mozˇna vrednost za krivulje nad
prasˇtevilskimi obsegi Fq za q ≥ 5, kar smo dokazali v posledici 4.8.7.
Edina znana metoda za kreiranje supersingularne krivulje je redukcija krivulj s komple-
ksnim mnozˇenjem v karakterisitiki 0 [27]. Natancˇneje, krivulji s kompleksnim mnozˇenjem
y2 = x3 + ax in y2 = x3 + b definirani nad Q se reducirata v supersingularne krivulje
nad Fp za vsa liha prasˇtevila p ≡ 3 (mod 4) in p ≡ 2 (mod 3) zaporedoma. Za vecˇino
aplikacij ti dve krivulji zadosˇcˇata, konstrukcijo supersingularne krivulje nad poljubnim
prasˇtevilskim obsegom pa si bomo ogledali v algoritmu 7.4.1.
Ker supersingularna krivulja z vkljucˇitveno stopnjo k ̸= 2 ne more biti definirana nad
prasˇtevilskim obsegom, bomo v tem razdelku uposˇtevali tudi ne-prasˇtevilske obsege, kjer
pa se bomo zaradi ucˇinkovitosti omejili zgolj na tiste s karakteristiko 2 ali 3 in na obsege
oblike Fp2 za velika prasˇtevila p. Supersingularne krivulje so zaradi MOV in Frey-Ru¨ck
napadov na ECDLP [101, 51], kar smo opisali v 6.1, dolgo veljale kot krivulje neprimerne
za uporabo v kriptografiji. V shemah s parjenjem pa imajo zaradi svojih lastnosti dolocˇene
prednosti.
7.4.1 Vkljucˇitvena stopnja k = 1
Supersingularne krivulje z vkljucˇitveno stopnjo k = 1 obstajajo samo nad koncˇnim obse-
gom Fq, kjer je q = ps, p prasˇtevilo in s ∈ N liho [101]. V tem primeru mora biti t = ±2√q
in posledicˇno #E(Fq) = q ± 2√q + 1 (glej izrek 4.8.6). Ker red podgrupe deli #E(Fq) in
Φk(1) = q − 1, mora biti r faktor sˇtevila gcd(#E(Fq), q − 1) = √q ± 1. Posledicˇno imajo
take krivulje vrednost ρ = log q/ log r ≥ 2.
Za konstrukcijo take krivulje, naj bo q′ =
√
q in naj bo E/Fq′ krivulja, katere Frobe-
niusova sled t = 0, tj. #E(Fq′) = q′ + 1. Karakteristicˇni polinom q′-te potence Frobeni-
usovega endomorfizma, definiran v definiciji 4.6.7, je enak x2 + q′ in se razcepi v faktorja
(x+ i
√
q′)(x− i√q′), kjer je i = √−1.Weilova domneva [137, izrek V.2.2] nam pove, da je
karakteristicˇni polinom q-te potence Frobeniuseovega endomorfizma (x+ q′)2. Posledicˇno
velja #E(Fq) = (q′ + 1)2 = q + 2
√
q + 1. Kljub temu, da ima E/Fq′ vkljucˇitveno stopnjo
enako 2, ima krivulja E, cˇe jo gledamo nad obsegom Fq, vkljucˇitveno stopnjo enako 1
(glede na r). Kako se konstruira krivulja nad Fq′ s sledjo enako 0 in podgrupo reda r za
poljuben r, bomo videli v naslednjem podrazdelku. Ker lahko za take krivulje z izbiro reda
grupe r dobimo vrednost log q′/ log r poljubno blizu 1, je lahko tudi vrednost ρ za E/Fq
z vkljucˇitveno stopnjo 1 blizu 2. Zakljucˇimo, da v primeru, ko zˇelimo supersingularno
krivuljo E/Fq s k = 1 in ρ(E) = ρ0, lahko dobimo ekvivalentno z izbiro supersingularne
krivulje E ′/F√q s k = 2 in ρ(E ′) = ρ0/2.
7.4.2 Vkljucˇitvena stopnja k = 2
Primer s k = 2 nam nudi najvecˇ fleksibilnosti, saj lahko konstruiramo krivulje nad
prasˇtevilskim obsegom s poljubno podgrupo reda r in vrednostjo ρ. Za vkljucˇitveno
stopnjo k = 2 je potreben pogoj r | q + 1, kar zagotovo velja, cˇe je t = 0 in so lahko take
krivulje definirane nad prasˇtevilskimi in ne-prasˇtevilskimi obsegi. V primeru, ko je karak-
teristika obsega 2 ali 3, obstaja same ena supersingularna krivulja do Fq-izomorfizma in
sicer je to krivulja z j-invarianto , definirano v definiciji 4.1.1, enako nicˇ [137, poglavje 5.4].
Nad obsegom Fq karakteristike 2 so krivulje s sledjo t = 0 dane z naslednjima enacˇbama
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in pripadajocˇimi pogoji [102]:
E/Fq : y2 + y = x3 + δx, cˇe je q = 2s za s ∈ N sodo in TrFq/F4(δ) ̸= 0,
E/Fq : y2 + y = x3, cˇe je q = 2s za s ∈ N liho.
Konstrukcijo supersingularnih krivulj nad prasˇtevilskimi obsegi s karakteristiko vecˇjo od
3 pa omogocˇa naslednji izrek.
Izrek 7.4.1. [84, Izrek 13.12]. Naj bo L sˇtevilski obseg in E/L elipticˇna krivulja s kom-
pleksnim mnozˇenjem. Naj bo EndL(E)⊗Q ∼= Q(
√−D) in naj bo p′ | p prasˇtevilo v L, kjer
ima E dobro redukcijo, tj. p′ ne deli diskriminante krivulje ∆ definirane v 4.1.1. Potem
je redukcija krivulje E mod p′ supersingularna natanko tedaj, ko je sˇtevilo p′ nerazcepno
v Q(
√−D), tj.
(
−D
p
)
̸= 1 (glej (4.13)). 
Cˇe pri dani podgrupi velikosti r izberemo tak h, da je q = hr − 1 prasˇtevilo, potem
imamo na podlagi konstrukcije Koblitza in Menezesa [81] ter Bro¨kera [26] naslednji algo-
ritem 7.4.1 za konstrukcijo krivulje nad obsegom Fq z vkljucˇitveno stopnjo k = 2 glede
na r.
Algoritem 7.4.1 Algoritem za konstrukcijo supersingularne krivulje
Vhodni podatki: prasˇtevilo q ≥ 5;
Rezultat: supersingularna kriuvlja E/Fq;
1. Cˇe q ≡ 3 (mod 4), vrni y2 = x3 + ax za poljuben a ∈ Fq∗, −a /∈ (Fq∗)2;
2. Cˇe q ≡ 5 (mod 6), vrni y2 = x3 + b za poljuben b ∈ Fq∗;
3. Cˇe q ≡ 1 (mod 12) naredi naslednje:
(a) Naj bo D najmanjˇse tako prasˇtevilo, da velja D ≡ 3 (mod 4) in (−D
q
) = −1;
(b) Izracˇunaj Hilbertovo razredni polinom HD(x) obsega Q(
√−D);
(c) Izracˇunaj nicˇlo j ∈ Fq polinoma HD(x) (mod q);
(d) Naj bo m = j/(1728−j), vrni y2 = x3+3mc2x+2mc3 za poljuben c ∈ Fq∗.
Pricˇakovan cˇas algoritma je O((log p)3+ϵ) za poljuben ϵ > 0 [26]. Definicija Hilbertovih
polinomov je v A.2.36, uporaba pa je opisana tudi v 4.9.3. Zahteva v koraku 1., da je −a
prost kvadratov v Fq∗, garantira E[2] ̸⊂ E(Fq) in posledicˇno ima E vkljucˇitveno stopnjo 2
glede na podgrupo reda 2 [101]. Pogoj D ≡ 3 (mod 4) v tocˇki (a) koraka 3. zagotavlja, da
ima Hilbertov razredni polinom HD(x) koren v Fq [26]. Taka konstrukcija nam omogocˇa,
da r in h izberemo skoraj poljubno. Za r tako lahko izberemo veliko sestavljeno sˇtevilo,
kot na primer RSA modul [20]. Cˇe fiksiramo poljuben ρ0 ≥ 1 in izberemo h ≈ rρ0−1, lahko
zagotovimo, da ima konstruirana krivulja vrednost ρ zelo blizu ρ0. Krivulji y
2 = x3+ax in
y2 = x3+b iz izreka 7.4.1 sta posebna primera splosˇne metode, ki imata dodatno lastnost,
da so distorzije definirane v 5.5.1 na njih lahko izracˇunljive [81].
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7.4.3 Vkljucˇitvena stopnja k = 3
Supersingularna krivulja nad Fq ima vkljucˇitveno stopnjo k = 3 glede na podgrupo
prasˇtevilskega reda r > 3 natanko tedaj, ko je q = ps, kjer je s sodo sˇtevilo in t = ±√q
(izrek 4.8.5). Pri karakteristiki p > 3 ima edina taka krivulja naslednjo obliko
E/Fq : y2 = x3 + γ,
kjer je γ nekubicˇni element obsega Fq∗ [107].
Cˇe se omejimo na poseben primer, kjer sta q = p2 in p ≡ 2 (mod 3) veliko prasˇtevilo,
potem je #E(Fp2) = p2 ± p+ 1. Cˇe je predznak pri drugem cˇlenu pozitiven (tj. t = −p),
potem za p = 3x − 1 lahko najdemo krivuljo s prasˇtevilskim redom, saj r(x) = (3x −
1)2+ (3x− 1) + 1 predstavlja prasˇtevilo v smislu definicije 7.3.3. Cˇe pa je t = p, pa mora
biti #E(Fp2) vecˇkratnik sˇtevila 3. Cˇe obe ugotovitvi zdruzˇimo v jeziku druzˇin v smislu
definicije 7.3.5, dobimo naslednji trojki polinomov:
t(x) = −3x+ 1, r(x) = 9x2 − 3x+ 1, q(x) = (3x− 1)2;
t(x) = 3x− 1, r(x) = 9x2 − 9x+ 3, q(x) = (3x− 1)2. (7.8)
Ker je 4q(x) − t(x)2 = 3(3x − 1)2, trojki (t, r, q) parametrizirata druzˇino krivulj z vklju-
cˇitveno stopnjo k = 3 in diskriminanto 3 Vrednost ρ(t, r, q) te druzˇine je 1. Cˇe sta r(x0)
in 3x0 − 1 prasˇtevili za nek x0 ∈ Z, potem lahko konstruiramo krivuljo nad Fq(x0) z
vkljucˇitveno stopnjo k = 3 in prasˇtevilskim redom.
Cˇe pa je q = 2s, potem imajo krivulje z vkljucˇitveno stopnjo 3 naslednjo obliko:
E/Fq : y2 + γjy = x3 + α,
kjer j ∈ {1, 2}, γ je nekubicˇni element v Fq∗ in α je ali enak 0 ali pa α ∈ Fq za katerega
velja TrFq/F2(γ
−2jα) = 1. Cˇe je α = 0, je t =
√
q natanko tedaj, ko 4 - s, sicer je t = −√q.
Cˇe pa je α ̸= 0, velja t = √q natanko tedaj, ko 4 | s, sicer je t = −√q [102].
7.4.4 Vkljucˇitvena stopnja k = 4
Supersingularne krivulje, ki imajo vkljucˇitveno stopnjo k = 4 glede na podgrupo prasˇte-
vilskega reda r > 2, obstajajo samo nad koncˇnimi obsegi karakteristike 2 (izrek 4.8.5),
posledicˇno sta pogoja q = 2s, kjer je s liho sˇtevilo in t = ±√2q potrebna [107]. Edini taki
krivulji sta oblike [102]:
E/Fq : y2 + y = x3 + x,
E/Fq : y2 + y = x3 + x+ 1.
Pri prvi krivulji je t =
√
2q natanko tedaj, ko je s ≡ ±3 (mod 8), sicer je t = −√2q. Pri
drugi krivulji pa je t =
√
2q natanko tedaj, ko je s ≡ ±1 (mod 8), sicer je t = −√2q [14].
7.4.5 Vkljucˇitvena stopnja k = 6
Supersingularne krivulje, ki imajo vkljucˇitveno stopnjo k = 6 glede na podgrupo prasˇte-
vilskega reda r > 3, obstajajo samo nad koncˇnimi obsegi karakteristike 3 (izrek 4.8.5),
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posledicˇno sta pogoja q = 3s, kjer je s > 1 in t = ±√3q potrebna [107]. Edini taki krivulji
imata obliko [109]:
E/Fq : y2 = x3 − x+ δ in
E/Fq : y2 = x3 − x− δ,
kjer je δ ∈ Fq, TrFq/F3(δ) = 1 (npr. δ = 1, cˇe s ≡ 1 (mod 3)). Pri prvi krivulji je t =
√
3q
natanko tedaj, ko 4 - s − 1, sicer je t = −√3q. Pri drugi krivulji pa je t = √3q natanko
tedaj, ko 4 | s− 1, sicer je t = −√3q [14].
7.5 Navadne krivulje s poljubno vkljucˇitveno stopnjo
V tem razdelku si bomo najprej ogledali najbolj znani metodi v literaturi in sicer Cocks-
Pinch metodo [34] in Dupont-Enge-Morain metodo [42]. Metodi lahko uporabimo za
konstrukcijo parjenjem prijaznih krivulj, vendar obe generirata krivulje z vrednostjo ρ ≈ 2,
ki morda niso primerne za dolocˇene aplikacije. Nobena metoda ne generira druzˇin krivulj
v smislu definicije 7.3.5, vendar posplosˇitev Cocks-Pinch metode, ki si jo bomo ogledali
kasneje v razdelku 7.7.1, lahko generira druzˇino krivulj z vrednostjo ρ < 2. Poleg tega
Cocks-Pinch metoda lahko generira krivulje s prasˇtevilskim redom podgrupe poljubne
velikosti. Podgrupe krivulj generiranih z Dupont-Enge-Morain metodo pa morajo imeti
red r, ki je vrednost dolocˇenega polinoma in je zato le-ta tezˇje dolocˇljiva.
7.5.1 Cocks-Pinch metoda
Cocks-Pinch metoda generira krivuljo tako, da najprej fiksira podgrupo velikosti r in
diskriminanto kompleksnega mnozˇenja D, ter nato izracˇuna tako sled t in prasˇtevilo q, da
je zadosˇcˇeno enacˇbi kompleksnega mnozˇenje (7.1).
Izrek 7.5.1. [34]. Fiksirajmo k ∈ N in naj bo D naravno sˇtevilo prosto kvadratov.
1. Naj bo r tako prasˇtevilo, da k | r − 1 in (−D
r
)
= 1.
2. Naj bo ζ k-ti koren enote v (Z/rZ)∗ (tak ζ obstaja, ker k | r − 1) in t′ = ζ + 1.
3. Naj bo y′ = (t′ − 2)/√−D (mod r).
4. Naj bo t ∈ Z kongruenten t′ (mod r) in naj bo y ∈ Z kongruenten y′ (mod r). Naj
bo q = (t2 +Dy2)/4.
Cˇe je q prasˇtevilo, potem obstaja elipticˇna krivulja E nad obsegom Fq s podgrupo tocˇk reda
r in vkljucˇitveno stopnjo k. Cˇe je D < 1012 se E lahko konstruira z metodo kompleksnega
mnozˇenja. 
Kljucˇni del algoritma oziroma izreka 7.5.1 je v tem, da je y konstruiran tako, da
r |Dy2+(t−2)2. S tako izbiro prasˇtevila q, da je zadosˇcˇeno enacˇbi kompleksnega mnozˇenje
4q − t2 = Dy2, dobimo 4(q + 1 − t) ≡ 0 (mod r). Izbira vrednosti t pa zagotavlja, da je
Φk(t− 1) ≡ 0 (mod r).
Opomba: Za sˇtevili t in y ni razloga, da bi bili precej manjˇsi od sˇtevila r, zato lahko
sklepamo, da je v vecˇini primerov q ≈ r2. Posledicˇno sklepamo, da ima vecˇina krivulj
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generiranih s to metodo vrednost ρ ≈ 2. V koraku 4. izreka 7.5.1 lahko sˇtevili t in y
izberemo kot poljubni celi sˇtevili kongruentni t′ in q′ (mod r) zaporedoma. Tako lahko,
cˇe zˇelimo generirati krivuljo z dano vrednostjo ρ0 ≥ 2, vrednostim t in y priˇstejemo
naravno sˇtevilo deljivo z r velikosti priblizˇno rρ0/2. Cocks-Pinch metoda se lahko uporabi
pri konstrukciji elipticˇne krivulje z vkljucˇitveno stopnjo k glede na r tudi v primeru, ko
je r veliko sestavljeno sˇtevilo (RSA parameter) [22].
7.5.2 Dupont-Enge-Morain metoda
Cocks-Pinch metoda fiksira r in potem izracˇuna sˇtevili t in q, da je zadosˇcˇeno enacˇbi
kompleksnega mnozˇenja 7.1. Pristop Dupont, Enge, Morain [42] pa je drugacˇen in sicer
metoda izracˇuna sˇtevili t in r hkrati, z uporabo rezultant (definiranih v dodatku A.3).
Izrek 7.5.2. [42]. Fiksirajmo k ∈ N.
1. Naj bo
R(a) = R(Φk(x− 1), a+ (x+ 2)2) ∈ Z[a]
rezultanta.
2. Naj bo a ∈ Z tak, da je R(a) prasˇtevilo in naj bo r = R(a).
3. Naj bo g(x) = gcd(Φk(x− 1), a+ (x− 2)2) ∈ Fr[x] in naj bo t′ ∈ Fr koren polinoma
g.
4. Naj bo t ∈ Z kongruentno t′ (mod r) in naj bo q = (t2 + a)/4.
Cˇe je q prasˇtevilo, potem obstaja elipticˇna krivulja nad Fq s podgrupo tocˇk reda r in
vkljucˇitveno stopnjo k. Cˇe je a = Dy2in D < 1012, potem se E lahko konstruira z metodo
kompleksnega mnozˇenja. 
Kljucˇna ideja Dupont-Enge-Morain metode je v naslednji lastnosti rezultante: cˇe sta
f(x) in g(x) polinoma nad obsegom K, potem je R(f(x), g(x)) = 0 natanko tedaj, ko
imata f(x) in g(x) skupno nicˇlo v K [85, posledica IV.8.4]. Cˇe gledamo Φk(x − 1) in
a + (x − 2)2 kot polinoma v dveh spremenljivkah a in x, je rezultanta R polinom ene
spremenljivke a stopnje ϕ(k). Cˇe a izberemo tak, da je r = R(a) prasˇtevilo, potem je
R(a) ≡ 0 (mod r) in posledicˇno imata Φk(x − 1) in a + (x − 2)2 skupen faktor g(x),
cˇe ju gledamo kot polinoma po mod r, tj. v Fr[x]. V lemi 7.5.3 bomo dokazali, da je
r ≡ 1 (mod k), iz cˇesar sledi, da Φk(x) razpade v dva linearna faktorja v Fr[x]. Ker
g(x) | Φk(x), ima polinom g(x) koren t′ ∈ Fr. Tako izracˇunani vrednosti t in r zadosˇcˇata
pogojema t | Φk(x− 1) in r | Dy2 + (t− 2)2. S q konstruiranim v tocˇki 4. izreka 7.5.2 je
enacˇba kompleksnega mnozˇenja resˇljiva in posledicˇno velja q + 1− t ≡ 0 (mod r).
Opomba: Podobno kot pri Cocks-Pinch metodi, tudi tu velja, da t ni precej manjˇsi od r
in v splosˇnem q ≈ r2. Posledicˇno lahko sklepamo, da ima vecˇina krivulj generiranih s to
metodo vrednost ρ blizu 2.
Naslednja lema, katere dokaz je na voljo v [49], potrdi domnevo, da ni tezˇko najti
takih vrednosti za a, da je R(a) v tocˇki 2. izreka 7.5.2 prasˇtevilo.
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Lema 7.5.3. [49, Lema 4.5]. Fiksirajmo naravno sˇtevilo k in naj bo R(a) ∈ Z[a] defi-
nirana kot v tocˇki 1. izreka 7.5.2. Potem R(a) predstavlja prasˇtevilo glede na definicijo
7.3.3. V posebnem velja R(a) ≡ 1 (mod k), cˇe je R(a) liho prasˇtevilo za nek a ∈ Z. 
Podobno kot Cocks-Pinch metoda, je tudi Dupont-Enge-Morain metoda ucˇinkovita za
generiranje krivulj s poljubno vkljucˇitveno stopnjo k. Za razliko od Cocks-Pinch metode,
kjer smo lahko izbrali velikost podgrupe r poljubno, je v Dupont-Enge-Morain metodi
sˇtevilo r vrednost polinoma R(a). Ker ima R(a) stopnjo ϕ(k), bodo prasˇtevila r rasla
podobno kot aϕ(k). Lahko pa za sˇtevilo r vzamemo tudi vrednosti prasˇtevilskih faktorjev
polinoma R(a) kongruentne 1 mod k. Tudi te vrednosti sˇtevila r bodo podobno velike kot
vrednosti polinoma R(a), saj bomo izbrali le tiste, ki imajo velikost primerno za uporabo
v kriptografiji, cˇe bodo ostali faktorji majhni. Torej imajo mozˇni redi r podgrupe v metodi
Dupont-Enge-Morain omejen razpon, kar pa je tudi edina omembe vredna razlika med
metodama.
7.6 Redke druzˇine krivulj
Cˇe zˇelimo konstruirati druzˇino krivulj, iˇscˇemo polinome t(x), r(x) in q(x), ki zadosˇcˇajo
definiciji 7.3.5. Povzeto na kratko, polinomi t(x), r(x) in q(x) morajo zadosˇcˇati dolocˇenim
zahtevam glede deljivosti po modulu r(x) in zanje mora imeti enacˇba kompleksnega
mnozˇenja za druzˇine Dy2 = 4q(x) − t(x)2, ki smo jo definirali v (7.3), neskoncˇno ce-
losˇtevilskih resˇitev (x, y). Enacˇbo lahko napiˇsemo tudi v obliki
Dy2 = 4q(x)− t(x)2 = 4h(x)r(x)− (t(x)− 2)2, (7.9)
kjer je h(x) kofaktor, ki zadosˇcˇa enacˇbi
h(x)r(x) = q(x) + 1− t(x).
Cˇe iˇscˇemo krivulje, katerih grupa tocˇka bo prasˇtevilske mocˇi, potem postavimo h(x) = 1.
Miyaji, Nakabayashi in Takano [107] so bili prvi, ki so konstruirali elipticˇno krivuljo
s prasˇtevilskim redom z vnaprej dolocˇeno stopnjo vkljucˇitve. Njihova konstrukcija je
temeljila na dejstvu, da v primeru, ko je desna stran enacˇbe (7.9) polinom stopnje 2,
lahko naredimo substitucijo in enacˇbo prevedemo v splosˇno Pellovo enacˇbo [118]. Take
enacˇbe imajo pogosto neskoncˇno resˇitev in v takih primerih lahko dobimo druzˇino krivulj
v smislu definicije 7.3.5. Freeman [47] je ta rezultat postavil v bolj splosˇen kontekst z
opazko, da cˇe je f(x) = 4q(x) − t(x)2 desna stran enacˇbe (7.9) in je polinom f(x) prost
kvadratov, potem enacˇba (7.9) definira gladko afino ravninsko krivuljo rodu g = ⌊deg(f)−1
2
⌋.
Cˇe je f(x) polinom stopnje 2, potem je g = 0 in take krivulje imajo ali nicˇ celih tocˇk
(ang. integral point) ali neskoncˇno celih tocˇk. V zadnjem primeru dobimo druzˇino krivulj
(t, r, q) v smislu tocˇke 1. definicije 7.3.5. Cˇe pa je deg(f) ≥ 3, potem pogoj (e) v tocˇki 1.
definicije 7.3.5 nikoli ne more biti izpolnjen [47, trditev 2.10]. V tem primeru ima krivulja
definirana z enacˇbo (7.9) rod g ≥ 1 in po Siegelovem izreku [137, 37] imajo take krivulje
koncˇno mnogo celih tocˇk.
Primer, ko polinom f(x) vsebuje kvadratni faktor, je redek, lahko pa se zgodi [11]. V
primeru, ko ima polinom f(x) stopnjo 2 in je prost kvadratov, lahko uporabimo naslednji
izrek.
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Izrek 7.6.1. Naj bo k ∈ N, t(x) ∈ Z[x] in r(x) ∈ Z[x] nerazcepen faktor ciklotomicˇnega
polinoma Φk(t(x)− 1). Potem ϕ(k) | deg(r).
Dokaz. Naj bo deg(t) = d. Ker je stopnja Φk(x) enaka ϕ(k) iz definicije k-tega ciklo-
tomicˇnega polinoma A.2.42 sledi deg(Φk(t(x) − 1)) = dϕ(k). Naj bo ω koren polinoma
r(x) in naj bo ζ = t(ζ)− 1. Potem je Φk(ζ) = 0 in ζ je primitivni k-ti koren enote. Tako
imamo naslednje zaporedje obsegov:
Q ⊂ Q(ζ) ⊂ Q(ω).
Ker je [Q(ω) : Q] = deg(r) in [Q(ζ) : Q] = ϕ(k), mora ϕ(k) deliti deg(r). 
V primeru, ko je deg(q) ≥ deg(r) in ϕ(k) ≥ 4, je polinom 4q(x)−t(x)2 prost kvadratov
in ima stopnjo vsaj 4. Kvadratna desna stran enacˇbe kompleksnega mnozˇenja se lahko
izpelje le, cˇe se cˇleni v 4q(x) in t(x)2 z visokimi potencami iznicˇijo. Edini tak primer znan
do zdaj je za vkljucˇitveno stopnjo k = 10, za ostale vkljucˇitvene stopnje iskanje ustrezne
druzˇine (t(x), r(x), q(x)) ostaja odprt problem [49].
7.6.1 MNT krivulje
Miyaji, Nakabayashi in Takano [107] so bili prvi, ki so predlagali parjenjem prijazne
navadne elipticˇne krivulje za vkljucˇitvene stopnje k = 3, 4 in 6. Celotna karakterizacija
navadne elipticˇne krivulje prasˇtevilskega reda s stopnjami vkljucˇitve 3,4 ali 6 je podana
v naslednjem izreku.
Izrek 7.6.2. [107]. Naj bo q prasˇtevilo in E/Fq taka navadna elipticˇna krivulja, da je
r = #E(Fq) prasˇtevilo vecˇje od 3. Naj bo t = q + 1− r. Potem veljajo naslednje trditve:
1. Krivulja E ima vkljucˇitveno stopnjo k = 3 natanko tedaj, ko obstaja tak x ∈ Z, da
velja t = −1± 6x in q = 12x2 − 1;
2. Krivulja E ima vkljucˇitveno stopnjo k = 4 natanko tedaj, ko obstaja tak x ∈ Z, da
velja t = −x ali t = x+ 1 in q = x2 + x+ 1;
3. Krivulja E ima vkljucˇitveno stopnjo k = 6 natanko tedaj, ko obstaja tak x ∈ Z, da
velja t = 1± 2x in q = 4x2 + 1.

Celotna druzˇina skupaj s polinomom r(x) je v dodatku B.1 v tabeli B.1.1.
Opomba: Karabina in Teske [72, 73] sta dokazala, da v primerih, ko sta r in q obe
prasˇtevili vecˇji od 3, obstaja elipticˇna krivulja E/Fq z vkljucˇitveno stopnjo 6, diskrimi-
nanto D in #E(Fq) = r natanko tedaj, ko obstaja elipticˇna krivulja E ′/Fr z vkljucˇitveno
stopnjo 4, diskriminanto D in #E ′(Fr) = q.
V vseh treh primerih izreka 7.6.2 enacˇba kompleksnega mnozˇenja Dy2 = 4q(x)− t(x)2
definira krivuljo roda nicˇ, kjer je desna stran enacˇbe kvadratna v x. V vseh primerih lahko
z linearno spremembo spremenljivk enacˇbo prevedemo v splosˇno Pellovo enacˇbo oblike
X2 − SDY 2 =M. (7.10)
V posebnem velja:
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1. Za k = 3 z uvedbo nove spremenljivke X = 6x ± 3 enacˇbo Dy2 = 4q(x) − t(x)2
prevedemo v enacˇbo X2 − 3Dy2 = 24;
2. Za k = 4 z uvedbo nove spremenljivke X = 3x± 2, cˇe je t = −x in X = 3x + 1 cˇe
je t = x+ 1, enacˇbo Dy2 = 4q(x)− t(x)2 prevedemo v X2 − 3Dy2 = −8;
3. Za k = 6 z uvedbo nove spremenljivke X = 6x ± 1 enacˇbo Dy2 = 4q(x) − t(x)2
prevedemo v X2 − 3Dy2 = −8.
Predznaki ± se ujemajo s predznaki v izreku 7.6.2. Resˇevanje Pellove enacˇbe je opisano
v [118, 92].
MNT strategija za generiranje navadnih elipticˇnih krivulj prasˇtevilskega reda z vklju-
cˇitveno stopnjo k = 3, 4 ali 6 je naslednja:
1. Ponavljajocˇe izbirajmo majhno diskriminanto D in izracˇunajmo resˇitve pripadajocˇe
Pellove enacˇbe, dokler pripadajocˇi vrednosti q = q(x) in r = q(x) + 1 − t(x) nista
prasˇtevili zazˇelene dolzˇine (v bitih);
2. Ko dobimo vrednosti v koraku 1., obstaja elipticˇna krivulja nad obsegom Fq z r
tocˇkami in vkljucˇitveno stopnjo 3, 4, ali 6, ki se lahko konstruira z metodo komple-
ksnega mnozˇenja.
Iskanje MNT krivulj lahko sˇe pospesˇimo, cˇe uporabimo dejstvo, da je pri k = 3
potreben pogoj D ≡ 19 (mod 24) in da je pri k = 4, 6 potreben pogoj D ̸≡ 5 (mod 10)
[107]. Poleg tega mora biti v vseh treh primerih vrednost M v enacˇbi (7.10) kvadratni
ostanek po modulu 3D.
Glavna slabost MNT krivulj je v tem, da lahko zaporedne resˇitve (Xj, Yj) splosˇne
Pellove enacˇbe rastejo eksponentno in tako dobimo le nekaj ustreznih x-vrednosti in s
tem redko druzˇino glede na definicijo 7.3.5. Obstajajo hevristicˇni argumenti [95], da za
vsako zgornjo mejo D obstaja koncˇno mnogo krivulj MNT z diskriminanto D ≤ D brez
omejitev glede na velikost obsega. Po drugi strani, pa so bile konstruirane specificˇne MNT
krivulje, ki so zanimive za kriptografijo [116, 135].
7.6.2 GMT krivulje
MNT strategijo opisano v prejˇsnjem razdelku so razsˇirili Scott in Baretto [136] ter Galbra-
ith, McKee in Valenc¸a [55] (GMT krivulje) z uporabo majhnega konstantnega kofaktorja
h.
Scott in Baretto [136] sta fiksirala majhni celi sˇtevili h in d, zamenjala r = Φk(t−1)/d
in t = x+ 1 v enacˇbi (7.9) ter tako dobila enacˇbo kompleksnega mnozˇenja oblike
Dy2 = 4h
Φk(x)
d
− (x− 1)2. (7.11)
Pri tem sta uporabila dejstvo, da je Φk(t − 1) ≡ 0 (mod r). Ker je podobno kot pri
MNT krivuljah tudi tu desna stran enacˇbe kvadratna v x pri k = 3, 4 ali 6, lahko enacˇbo
(7.11) prevedemo v splosˇno Pellovo enacˇbo s primerno linearno substitucijo za x. Scott
in Baretto sta nasˇla resˇitve za tako prevedene Pellove enacˇbe za majhen D in poljuben y
z omejitvijo 4h ≥ d.
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Galbraith, McKee in Valenc¸a [55] so podali kompletno karakterizacijo krivulj z vklju-
cˇitveno stopnjo k = 3, 4 in 6 in kofaktorjem 2 ≤ h ≤ 5. To so dosegli tako, da so pri
MNT dokazu izreka 7.6.2 za mocˇ #E(Fq) namesto r vzeli produkt hr in nato eksplicitno
analizirali primere, ko je h = 2, 3, 4, 5. Kot v primeru #E(Fq) = r, so vse parametrizacije
za sˇtevilo t linearni polinomi v x in vse parametrizacije za sˇtevilo q kvadratni polinomi v x.
Pripadajocˇe enacˇbe kompleksnega mnozˇenja Dy2 = 4q(x) − t(x)2 so kvadratni polinomi
spremenljivke x in se lahko prevedejo na splosˇne Pellove enacˇbe. Njihovi rezultati za
polinome q(x) in t(x) so v tabeli B.2.1.
7.6.3 LMT krivulje
Le, Mrabet in Tan [88] so dodatno izboljˇsali rezultate Galbraith, McKee in Valenc¸a tako,
da so razvili enostaven in ekspliciten algoritem 7.6.1 za iskanje druzˇin krivulj. Rezultati
za polinome q(x), r(x) in t(x) izracˇunane s tem algoritmom so v tabeli B.3.1. Njihove
konstrukcije v originalni taksonomiji [49] ni bilo, dodali smo jo kot poseben primer redkih
druzˇin.
Algoritem 7.6.1 Algoritem za konstrukcijo LMT druzˇin krivulj
Vhodni podatki: vkljucˇitvena stopnja k in kofaktor hmax;
Rezultat: seznam polinomov {t(x), r(x), q(x)};
L← {}, T ← {};
for a = −4hmax, a ≤ 4hmax do
for b = −4hmax + 1, b ≤ 4hmax − 1 do
t(x)← ax+ b;
f(x)← Φk((t(x)− 1);
f(x) = d · r(x), kjer je d ∈ Z in r(x) nerazcepen kvadraten polinom;
if par ((t(x), r(x)) ne moremo transformirati v noben par (t′(x), r′(x)) v T s spre-
membo x ↦→ cx+ d, c, d ∈ Z then
T ← T + {(d, t(x), r(x))};
for h = ⌈d/4⌉, h ≤ hmax do
q(x)← h · r(x) + t(x)− 1;
if q(x) nerazcepen in gcd(q(x), r(x) : x ∈ Z) = 1 then
L← L+ {(t(x), r(x), q(x), h};
end if
end for
end if
end for
end for
return L.
S pomocˇjo zgornjega algoritma ne konstruiramo krivulj z manjˇso vrednostjo ρ, kot v
primeru MNT ali GMT krivulj. Vendar pa je algoritem zaradi eksplicitnosti zanimiv za
implementacijo in zaradi tega obstaja tudi prosto dosegljiva implementacija tega algoritma
za programski paket Magma [88].
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7.6.4 Freeman-ova druzˇina za k = 10
Kot smo omenili zˇe na strani 112, je v primeru, ko je ϕ(k) > 2, verjetnost, da je desna
stran enacˇbe (7.9) kvadratna zelo majhna. Freeman [47] je odkril primer, ko se to zgodi za
vkljucˇitveno stopnjo k = 10. Njegova konstrukcija krivulje uporabi naslednjo faktorizacijo
ciklotomicˇnega polinoma Φ10(u(x)), kjer je u(x) = 10x
2 + 5x+ 2 [55]:
Φ10(u(x)) = (25x
4 + 25x3 + 15x2 + 5x+ 1) · (400x4 + 400x3 + 240x2 + 60x+ 11).
Z uporabo te faktorizacije in z uporabo naslednjih polinomov za t(x), r(x), q(x) :
r(x) = 25x4 + 25x3 + 15x2 + 5x+ 1,
t(x) = u(x) + 1 = 10x2 + 5x+ 3,
q(x) = r(x) + t(x)− 1 = 25x4 + 25x3 + 25x2 + 5x+ 1,
se cˇlena polinoma f(x) = 4q(x) − t(x)2 z najviˇsjimi potencami krajˇsata in rezultat je
kvadratna enacˇba kompleksnega mnozˇenja Dy2 = 15x2 + 10x + 3. S substitucijo X =
15x + 5 je ta enacˇba kompleksnega mnozˇenja ekvivalentna splosˇni Pellovi enacˇbi X2 −
15Dy2 = −20. Za vsako vrednost D ∈ N, za katere ima ta enacˇba celosˇtevilske resˇitve,
taka izbira generira redko druzˇino krivulj (t, r, q) z vkljucˇitveno stopnjo k = 10. Krivulje
lahko izracˇunamo s posnemanjem MNT strategije in uposˇtevanjem dejstva, da mora vsako
sˇtevilo D, ki pripelje do resˇitve, ustrezati pogojema D ≡ 43 (mod 120) ali D ≡ 67
(mod 120).
7.7 Polne druzˇine krivulj
Naj bo
Dy2 = 4q(x)− t(x)2 = 4h(x)r(x)− (t(x)− 2)2 (7.12)
enacˇba kompleksnega mnozˇenja. Poiskati moramo polinome t(x), r(x) in q(x), ki zadosˇcˇajo
dolocˇenim kriterijem deljivosti in za katere ima enacˇba kompleksnega mnozˇenja (7.12) ne-
skoncˇno mnogo resˇitev (x, y). V tem razdelku bomo konstruirali krivulje z ustrezno izbiro
parametrov D, t(x), r(x) in q(x), tako da bo desna stran enacˇbe (7.12) vedno enaka
produktu sˇtevila D in kvadrata polinoma y(x). Take konstrukcije nam bodo dale polno
druzˇino krivulj po tocˇki 4. definicije 7.3.5.
Obstajata dve glavni strategiji za generiranje polnih druzˇin krivulj. Avtorja prve sta
Scott in Baretto [136], avtorji druge pa originalno Barreto, Lynn in Scott [9] ter posplosˇitve
Brezing in Weng [25]. Obe strategiji zacˇneta podobno:
1. Fiksirajmo vkljucˇitveno stopnjo k;
2. Izberimo tak nerazcepen polinom r(x) ∈ Z[x], da je obseg K ∼= Q[x]/(r(x)) sˇtevilski
obseg, ki vsebuje k-te korene enote;
3. Izberimo polinom t(x) ∈ Q[x]/(r(x)) kot polinom, ki ga izomorfizem obsegov
Q[x]/(r(x)) → K preslika v element 1 + ζk ∈ K, kjer je ζk primitivni k-ti koren
enote v K.
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Izomorfizem v tocˇki 3. zgoraj obstaja, saj sta si obsega K in Q[x]/(r(x)) izomorfna.
V nadaljevanju bomo tako izbranemu polinomu rekli, da ustreza elementu obsega.
Seveda velja tudi obratno, lahko izberemo element a ∈ K, ki ga obrat izomorfizma v tocˇki
2. preslika v nek vnaprej izbrani polinom f(x) ∈ Q[x]/(r(x)). V tem primeru bomo tako
izbranemu elementu obsega K rekli, da ustreza polinomu.
Po teh korakih, pa se strategiji razlikujeta. Brezing in Weng uporabita naslednje
dejstvo: cˇe obseg K vsebuje
√−D, lahko enacˇbo kompleksnega mnozˇenja (7.12) zaradi
r(x) = 0 v K = Q[x]/(r(x)) faktoriziramo v K in dobimo
(t(x)− 2 + y√−D)(t(x)− 2− y√−D) ≡ 0 (mod r(x)).
Ker izbrani polinom t(x) ustreza elementu ζk + 1, za y(x) izberemo polinom, ki ustreza
elementu (ζk−q)/
√−D ∈ K. Pri tako izbranem polinomu y(x) je enacˇbi (7.12) zadosˇcˇeno
za vsak x ∈ Z [25]. V primeru, ko ne vemo, ali K vsebuje element oblike √−D za nek
majhen D ∈ N, uporabimo Scott-Barreto strategijo. Pri tej izberemo polinoma t(x) in
r(x) kot je opisano v tocˇkah 2. in 3. zgoraj (skupni koraki), nato poiˇscˇemo kofaktorje
h(x), ki zagotovijo, da je desna stran enacˇbe kompleksnega mnozˇenja (7.12) ali popoln
kvadrat ali produkt popolnega kvadrata in linearnega faktorja. Take kofaktorje najdemo
z racˇunalnikom [49]. Enacˇba kompleksnega mnozˇenja (7.12) se tako prevede v naslednjo
enacˇbo
Dy2 = (ax+ b)g(x)2.
Cˇe je a = 0 vzamemo D = b in y = g(x). Cˇe pa je a > 0 pa lahko za D vzamemo
poljubno naravno sˇtevilo in s spremembo spremenljivk x ↦→ (Dz2 − b)/a in y ↦→ zg(x)
enacˇba kompleksnega mnozˇenja zadosˇcˇa za vsak z ∈ Z.
V obeh primerih konstruiramo polinom q(x) kot
q(x) =
1
4
(t(x)2 +Dy(x)2).
Cˇe q(x) predstavlja prasˇtevilo in ima r(x) pozitivni vodilni koeficient, potem trojica
(t, r, q) parametrizira polno druzˇino parjenjem prijaznih krivulj.
Uspeh zgoraj opisanih strategij je odvisen od izbire sˇtevilskega obsega K. Najbolj
ocˇitna izbira za K je ciklotomicˇni obseg Q(ζℓ) za nek ℓ, ki je vecˇkratnik vkljucˇitvene
stopnje k. V tem primeru je polinom r(x) kar ℓ-ti ciklotomicˇni polinom Φℓ(x). Tako
izbran obseg K vsebuje k-te korene enot. V posebnem, cˇe 4 | ℓ obseg K vsebuje √−1,
cˇe 8 | ℓ obseg K vsebuje √−2 in za vsako liho prasˇtevilo p, ki deli ℓ, obseg K vsebuje√(
−1
p
)
p. V Brezing-Weng konstrukciji lahko za poljubno vkljucˇitveno stopnjo k ∈ N
in diskriminanto D ∈ N uporabimo ciklotomicˇen obseg in zaradi tega takim druzˇinam
pravimo tudi ciklotomicˇne druzˇine. Podrobneje si jih bomo ogledali v razdelku 7.7.1.
Sˇe boljˇse rezultate dobimo, cˇe za obseg K izberemo razsˇiritev ciklotomicˇnega obsega,
za r(x) ∈ Z[x] pa izberemo nerazcepni polinom, ki ni ciklotomicˇen. Tako razsˇiritev lahko
konstruiramo na naslednja nacˇina:
1. Izracˇunamo ciklotomicˇni polinom Φℓ za nek polinom u(x). Cˇe je Φℓ(u(x)) nerazce-
pen, nismo dosegli nicˇesar. V primeru, ko je Φℓ(u(x)) = r1(x)r2(x), kjer je r1(x)
nerazcepen, pa vzamemo za obseg K = Q[x]/(r1(x)). V tem primeru je K obseg,
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ki vsebuje ℓ-te korene enote in polinom u(x) ustreza ℓ-tem korenu enote v obsegu
K. Cˇe vemo, da je
√−D ∈ Q(ζℓ), potem je tudi
√−D ∈ K in lahko uporabimo
Brezing-Weng konstrukcijo, drugacˇe uporabimo Scott-Barreto konstrukcijo.
2. Avtorji druge konstrukcije so Kachisa, Schaefer in Scott [71]. Poiˇscˇemo tak neciklo-
tomicˇni nerazcepen polinom r(x), da je K = Q[x]/(r(x)) izomorfen ciklotomicˇnem
obsegu Q(ζℓ) za nek ℓ ∈ N. Polinom r(x) lahko izracˇunamo kot minimalen polinom
nakljucˇnega elementa iz obsega Q(ζℓ). Tak r(x) uporabimo za izracˇun polinoma
z(x) ∈ Q[x]/(r(x)), ki ustreza elementu ζℓ ∈ K, in nato uporabimo Brezing-Weng
konstrukcijo.
Ker je netrivialen razcep polinoma Φℓ(u(x)) za nakljucˇen u(x) redek, poleg tega pa po-
linom q(x) generiran po Kachisa-Schaefer-Scott metodi ponavadi ne predstavlja prasˇtevil,
druzˇinam krivulj dobljenih s postopkom v tocˇki 2. zgoraj, pravimo sporadicˇne druzˇine
[49] in si jih bomo ogledali v razdelku 7.7.2.
7.7.1 Ciklotomicˇne druzˇine krivulj
Barreto, Lynn in Scott [9] ter neodvisno Brezing in Weng [25] so opazili, da lahko z
uporabo polinomov kot parametrov t, r, q izboljˇsamo vrednost ρ krivulje definirane v (7.7),
ki je za krivulje generirane s Cocks-Pinch metodo blizu 2. Brezing inWeng sta konstrukcijo
najbolj posplosˇila in njuni rezultati so strnjeni v naslednjem izreku.
Izrek 7.7.1. [25]. Fiksirajmo naravno sˇtevilo k in naravno sˇtevilo prosto kvadratov D.
1. Naj bo r(x) ∈ Z[x]) tak nerazcepen polinom s pozitivnim vodilnim koeficientom, da
je K = Q[x]/(r(x)) sˇtevilski obseg, ki vsebuje
√
D in ciklotomicˇen obseg Q(ζk) ⊆ K.
2. Naj bo ζk ∈ K primitivni k-ti koren enote.
3. Naj bo t(x) ∈ Q[x] polinom, ki ustreza elementu ζk + 1 v obsegu K.
4. Naj bo y(x) ∈ Q[x] polinom, ki ustreza elementu (ζk − 1)/
√
D v obsegu K (cˇe
√
D
ustreza polinomu s(x), potem je y(x) ≡ (2− t(x))s(x)/D mod r(x)).
5. Naj bo q(x) ∈ Q[x] podan z (t(x)2 +Dy(x)2)/4.
Cˇe q(x) predstavlja prasˇtevila, potem trojka (t(x), r(x), q(x)) parametrizira polno druzˇino
elipticˇnih krivulj z vkljucˇitveno stopnjo k in diskriminanto D. Vrednost ρ te druzˇine je
enaka
ρ(t, r, q) =
2max{deg t(x), deg y(x)}
deg r(x)
. (7.13)

Ker polinoma t(x) in y(x) lahko vedno izberemo tako, da imata stopnjo strogo manjˇso
od stopnje polinoma r(x), metoda po zgornjem izreku generira druzˇino krivulj z vrednostjo
ρ strogo manjˇso od 2. V vecˇini primerov je vrednost ρ malo manjˇsa od 2, s primerno izbiro
obsega K pa jo lahko sˇe zmanjˇsamo [49]. V nadaljevanju si bomo ogledali nekaj primerov
konstrukcij, ki temeljijo na izreku 7.7.1.
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Prva konstrukcija je Brezing-Weng konstrukcija [25]. Za obseg K si bomo izbrali
ciklotomicˇni obseg, ki vsebuje cˇetrti koren enote
√−1, tako da za D lahko izberemo
D = 1.
Konstrukcija 7.7.2. Naj bo k liho naravno sˇtevilo, k < 1000. Definirajmo:
r(x) = Φ4k(x),
t(x) = −x2 + 1,
q(x) = (x2k+4 + 2x2k+2 + x2k + x4 − 2x2 + 1)/4.
(7.14)
Trojka (t, r, q) parametrizira polno druzˇino elipticˇnih krivulj z vkljucˇitveno stopnjo k in
diskriminanto D = 1 glede na definicijo 7.3.5. Vrednost ρ te druzˇine je (k + 2)/ϕ(k).
Dokaz. Uporabimo izrek 7.7.1 za izbrani obsegK = Q[x]/(r(x)) ∼= Q(ζ4k). Po lemi A.2.38
je Q(ζk) ⊆ K in Q(ζ4) ⊆ K, posledicˇno K vsebuje tudi
√−1. Naj element ζk ustreza
polinomu −x2 in naj element √−1 ustreza polinomu xk. Ker obseg K vsebuje √−D =√−1, po izreku 7.7.1 za y(x) izberemo polinom, ki ustreza elementu (ζk − 1)/
√−1 ∈ K.
Tako je y(x) = (x2 + 1)xk in q(x) = ((−x2 + 1)2 + (x2 + 1)2x2k)/4, ki se poenostavi v
polinom q(x) iz (7.14). Vrednosti q(x) so za lihe x cela sˇtevila in q(1) = 1. Cˇe je polinom q
nerazcepen, potem predstavlja prasˇtevila (glej opombo na strani 104). Z racˇunalnikom se
da pokazati, da je za lihe k < 1000 polinom q(x) nerazcepen [24, 49]. Poleg tega velja sˇe
y(x) ∈ Z za x ∈ Z in cˇe uporabimo (7.13) v izreku 7.7.1 ter dejstvo, da je deg(r) = 2ϕ(k)
in deg(t) < deg(y) = k + 2, dobimo vrednost ρ = (k + 2)/ϕ(k). 
Cˇe je k liho sˇtevilo, potem velja ζ2k = −ζk [93]. Cˇe spremenimo predznake v po-
linomskih predstavitvah ζk v konstrukciji 7.7.2, lahko uporabimo enako konstrukcijo za
generiranje druzˇine krivulj z vkljucˇitveno stopnjo 2k in z enako vrednostjo ρ.
Konstrukcija 7.7.3. Naj bo k liho naravno sˇtevilo, k < 1000. Definirajmo:
r(x) = Φ4k(x),
t(x) = x2 + 1,
q(x) = (x2k+4 − 2x2k+2 + x2k + x4 + 2x2 + 1)/4.
Trojka (t, r, q) parametrizira polno druzˇino elipticˇnih krivulj z vkljucˇitveno stopnjo k′ = 2k
in diskriminanto D = 1 glede na definicijo 7.3.5. Vrednost ρ te druzˇine je (k′/2+2)/ϕ(k′).
Dokaz. Podobno kot v dokazu konstrukcije 7.7.2 naj elementa
√−1 in ζ2k obsega K =
Q[x]/(r(x)) ustrezata polinomoma xk in x2 zaporedoma. Z izbiro y(x) = (−x2 + 1)xk
dobimo polinom q(x) iz konstrukcije 7.7.3. Podobno kot v dokazu konstrukcije 7.7.2,
tudi tu velja q(1) = 1 in q(x) ∈ Z za x ∈ Z in x liho sˇtevilo. Polinom q(x) v 7.7.3 je
nerazcepen natanko tedaj, ko je nerazcepen polinom q(x) iz konstrukcije 7.7.2 in podobno
kot v konstrukciji 7.7.2 je vrednost ρ te druzˇine po (7.13) enaka (k + 2)/ϕ(k). 
Cˇe uporabimo lastnost primitivnih korenov enote ζ4k =
√
ζ2k, dobimo naslednjo kon-
strukcijo.
Konstrukcija 7.7.4. Naj bo k liho sˇtevilo, k < 1000. Definirajmo:
r(x) = Φ4k(x),
t(x) = x+ 1,
q(x) = (x2k+2 − 2x2k+1 + x2k + x2 + 2x+ 1)/4.
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Trojka (t, r, q) parametrizira polno druzˇino elipticˇnih krivulj z vkljucˇitveno stopnjo k′ =
4k in diskriminanto D = 1 glede na definicijo 7.3.5. Vrednost ρ te druzˇine je enaka
(k′/2 + 2)/ϕ(k′).
Dokaz. Zopet uporabimo izrek 7.7.1. Naj elementa
√−1 in ζ4k obsega K = Q[x]/(r(x))
ustrezata polinomoma xk in x zaporedoma. Z izbiro y(x) = (−x+ 1)xk dobimo polinom
q(x) iz konstrukcije 7.7.4. Podobno kot v dokazu konstrukcije 7.7.2, tudi tu velja q(1) = 1.
Ker je q(x) nerazcepen za liha cela sˇtevila k < 1000 (to dokazˇemo z racˇunalnikom [24, 49]),
polinom q(x) iz konstrukcije 7.7.4 predstavlja prasˇtevila. Vrednost ρ te druzˇine je po (7.13)
enaka (k + 1)/ϕ(k). 
Za vkljucˇitveno stopnjo k = 10 uporabimo posebno Brezing-Weng konstrukcijo [25],
da dobimo boljˇso vrednost ρ.
Konstrukcija 7.7.5. Naj bo k = 10. Definirajmo:
r(x) = Φ20(x) = x
8 − x6 + x4 − x2 + 1,
t(x) = −x6 + x4 − x2 + 2,
q(x) = (x12 − x10 + x8 − 5x6 + 5x4 − 4x2 + 4)/4.
Trojka (t, r, q) parametrizira polno druzˇino elipticˇnih krivulj z vkljucˇitveno stopnjo 10 in
diskriminanto D = 1 glede na definicijo 7.3.5. Vrednost ρ te druzˇine je enaka 3/2.
Dokaz. ObsegK = Q[x]/(r(x)) ∼= Q(ζ20) po lemi A.2.38 vsebuje elementa ζ10 in
√−1. Cˇe
elementa
√−1 in ζ10 obsega K ustrezata polinomoma x5 in −x6+x4−x2+1 zaporedoma,
potem po izreku 7.7.1 element ζ10 + 1 ustreza polinomu t(x) in z izbiro y(x) = x
5 − x3
dobimo q(x) iz konstrukcije 7.7.5. Ker je q(0) = 1 in q(x) nerazcepen nad Z (preverimo z
racˇunalnikom), q(x) predstavlja prasˇtevilo. Vrednost ρ te druzˇine je po (7.13) enaka 3/2.

Zdaj si bomo za K izbrali ciklotomicˇni obseg, ki vsebuje kubicˇni koren enote. Taki
obsegi po lemi A.2.41 vsebujejo tudi
√−3, tako da za diskriminanto lahko izberemoD = 3.
V nadaljevanju si bomo ogledali druzˇine (oziroma potencialne druzˇine) elipticˇnih krivulj
glede na definicijo 7.3.5 za vse vrednosti vkljucˇitvene stopnje k, ki niso deljive z 18.
Konstrukcija 7.7.6. Naj bo k ∈ N, k ≤ 1000 in 18 - k.
1. Cˇe je k ≡ 1 (mod 6), definirajmo:
r(x) = Φ6k(x),
t(x) = −xk+1 + x+ 1,
q(x) = 1
3
(x+ 1)2(x2k − xk + 1)− x2k+1.
2. Cˇe je k ≡ 2 (mod 6), definirajmo:
r(x) = Φ3k(x),
t(x) = xk/2+1 − x+ 1,
q(x) = 1
3
(x− 1)2(xk − xk/2 + 1) + xk+1.
7.7. POLNE DRUZˇINE KRIVULJ 121
3. Cˇe je k ≡ 3 (mod 6), definirajmo:
r(x) = Φ2k(x),
t(x) = −xk/3+1 + x+ 1,
q(x) = 1
3
(x+ 1)2(x2k/3 − xk/3 + 1)− x2k/3+1.
4. Cˇe je k ≡ 4 (mod 6), definirajmo:
r(x) = Φ3k(x),
t(x) = x3 + 1,
q(x) = 1
3
(x3 − 1)2(xk − xk/2 + 1) + x3.
5. Cˇe je k ≡ 5 (mod 6), definirajmo:
r(x) = Φ6k(x),
t(x) = xk+1 + 1,
q(x) = 1
3
(x2 − x+ 1)(x2k − xk + 1) + xk+1.
6. Cˇe je k ≡ 0 (mod 6), definirajmo:
r(x) = Φk(x),
t(x) = x+ 1,
q(x) = 1
3
(x− 1)2(xk/3 − xk/6 + 1) + x.
Trojka (t, r, q) parametrizira polno druzˇino elipticˇnih krivulj z vkljucˇitveno stopnjo k in
diskriminanto D = 3 glede na definicijo 7.3.5. Naj bo ℓ najmanjˇsi skupni vecˇkratnik sˇtevil
6 in k. Cˇe je k ≡ 4 (mod 6) je vrednost ρ vsake take druzˇine ρ = (ℓ/3 + 6)/ϕ(ℓ), sicer
pa ρ = (ℓ/3 + 2)/ϕ(ℓ). Za vse k ≤ 1000, razen za k = 4, je vrednost ρ ≤ 2 in za vse
5 ≤ k ≤ 1000, razen za k = 6 in k = 10, je vrednost ρ < 2.
Dokaz. Podobno kot v prejˇsnjih konstrukcijah, bomo tudi tu uporabili izrek 7.7.1 in za
polinom r(x) izbrali ciklotomicˇni polinom Φℓ(x), kjer je ℓ = lcm(k, 6). Delamo v obsegu
Q(ζk, ζ6) = Q(ζlcm(k,6)), ki je izomorfen obsegu K = Q[x]/(Φℓ(x)). Naj element
√−3
ustreza polinomu 2xℓ/6 − 1. Nasˇ cilj je najti polinom y(x) majhne stopnje, tako da bo
element (ζk−1)/
√−3 ustrezal polinomu y(x). Stopnja polinoma y(x) bo odvisna od izbire
polinoma z(x), ki ustreza elementu ζk. Najbolj ocˇitna izbira je z(x) = x
ℓ/k, vendar je v
mnogih primerih boljˇsa izbira z(x) = xa (mod Φℓ(x)), kjer je a malo vecˇji od ℓ/6. Cˇe
polinom x ustreza primitivnemu ℓ-temu korenu enote, mora za a veljati, da je vecˇkratnik
ℓ/k in gcd(a, k) = 1. V tem primeru bo polinom xa ustrezal primitivnemu k-temu korenu
enote. Tocˇne izbire za polinom z(x) so podane spodaj. Za tako izbrani polinom z(x)
definiramo t(x) = z(x) + 1 in polinom y(x) izracˇunamo kot 1
3
(z(x)− 1)(1− 2xℓ/6), ki mu
dodamo sˇe cˇlen ±2
3
xΦ6(x
ℓ/k) (polinom deljiv z r(x)) z namenom, da iznicˇimo vodilni cˇlen
v primerih, ko je k mod 6 ∈ {1, 2, 3, 5}. Natancˇneje:
1. Cˇe je k ≡ 1 (mod 6), potem je ℓ = 6k in ker 2k + 1 ≡ 3 (mod 6), polinom
x2k+1 ustreza primitivnemu 2k-temu korenu enote. Ker je k liho sˇtevilo, poli-
nom −x2k+1 ustreza primitivnemu k-temu korenu enote. V tem primeru izberemo
z(x) = −x2k+1 ≡ −xk+1 + x mod r(x). Taka izbira nam da polinom t(x) kot je v
tocˇki 1. konstrukcije 7.7.6 in y(x) = (−xk+1 + 2xk − x− 1)/3.
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2. Cˇe je k ≡ 2 (mod 6), potem je ℓ = 3k. Ker je k + 1 ≡ 3 (mod 6) izberemo z(x) =
xk+1 ≡ xk/2+1 − x mod r(x). Taka izbira nam da polinom t(x) kot je v tocˇki 2.
konstrukcije 7.7.6 in y(x) = (xk/2+1 + 2xk/2 + x− 1)/3.
3. Cˇe je k ≡ 3 (mod 6), potem je ℓ = 2k. Ker polinom x2k/3 ustreza kubicˇnemu
korenu enote in 3 | k, moramo polinom x2k/3 pomnozˇiti s polinomom, ki ustreza
primitivnemu k-temu korenu enote. Ker je k liho sˇtevilo in polinom x ustreza 2k-
temu korenu enote, polinom −x ustreza k-temu korenu enote. Izberemo z(x) =
−x2k/3+1 ≡ −xk/3+1+x (mod r(x)). Taka izbira nam da polinom t(x) kot je v tocˇki
3. v konstrukciji 7.7.6 in y(x) = (−xk/3+1 + 2xk/3 − x− 1)/3.
4. Cˇe je k ≡ 4 (mod 6), potem je ℓ = 3k. Izberemo z(x) = x3 in izracˇunamo y(x) =
(−2xk/2+3 + 2xk/2 + x3 − 1)/3.
5. Cˇe je k ≡ 5 (mod 6), potem je ℓ = 6k. Ker je k + 1 ≡ 0 (mod 6), izberemo
z(x) = xk+1 in izracˇunamo y(x) = (−xk+1 + 2xk + 2x− 1)/3.
6. Cˇe je k ≡ 0 (mod 6), potem je ℓ = k. Izberemo z(x) = x in izracˇunamo y(x) =
(−2xk/6+1 + 2xk/6 + x− 1)/3.
Z izracˇunom q(x) = (t(x)2 + 3y(x)2)/4 lahko hitro preverimo, da z zgoraj izbranimi
polinomi t(x) in y(x) dobimo polinome q(x) v konstrukciji 7.7.6. Za majhne vrednosti
sˇtevila k nekateri od tako izracˇunanih t(x) in y(x) niso popolnoma reducirani po modulu
r(x). V takih primerih nadaljnja redukcija pripelje do polinoma q(x), ki ne predstavlja
prasˇtevil.
Ostane nam preveriti samo sˇe, ali polinom q(x) predstavljaj prasˇtevila. Pogoja 4. in
5. definicije 7.3.3 lahko preverimo hkrati. Cˇe je k sodo sˇtevilo, potem je q(1) = 1, cˇe je
k ≡ 1 (mod 6) ali k ≡ 3 (mod 6), potem je q(−1) = 1. Cˇe je k ≡ 5 (mod 6), potem je
q(−1) = 4 in je q(2) liho sˇtevilo. Z racˇunalnikom [24, 49] lahko dokazˇemo, da je primeren
polinom q(x) nerazcepen za vsak k ≤ 1000, razen za tiste k, ki so deljivi z 18. Zato v
izreku tudi zahtevamo k - 18.
Za izracˇun vrednosti ρ uporabimo (7.13) in dejstvo, da je deg(q) = ℓ/3 + 2 v vseh
primerih, razen k ≡ 4 (mod 6), kjer je deg(q) = ℓ/3 + 6.

Naslednja izbira za obseg K bo ciklotomicˇni obseg, ki vsebuje osmi koren enote. Taki
obsegi vsebujejo
√−2, zato lahko izberemo za diskriminanto D = 2. Prvo konstrukcijo v
takem obsegu za vkljucˇitveno stopnjo k = 24 sta podala Murphy in Fitzpatrick [110]. Mi
si bomo ogledali podobno konstrukcijo za vsak k, ki je deljiv s 3.
Konstrukcija 7.7.7. Naj bo k ∈ N, k < 1000 in 3 | k. Naj bo ℓ = lcm(8, k). Definirajmo:
r(x) = Φl(x),
t(x) = xl/k + 1,
q(x) =
(
2(xl/k + 1)2 + (1− xl/k)2(x5l/24 + xl/8 − xl/24)2) /8.
Trojka (t, r, q) parametrizira polno druzˇino krivulj z vkljucˇitveno stopnjo k in diskriminanto
D = 2 glede na definicijo 7.3.5. Cˇe je k liho sˇtevilo, je vrednost ρ = (4 + 5k/6)/ϕ(k), cˇe
je k sodo sˇtevilo je vrednost ρ = (2+ 5k/12)/ϕ(k). Vse vrednosti ρ so manjˇse od 2, razen
v primeru k = 3, 6, 15.
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k ℓ t(x), r(x), q(x) ρ
15 120
t(x) = x28 + x24 − x16 − x12 − x8 + 1
r(x) = Φ120(x)
q(x) = (2x56 + 4x52 + x50 + 2x48 + 2x46 − 4x44
−6x40 − 4x36 − x30 + 12x28 − 2x26 + 14x24
−x22 + 2x20 − 10x16 − 10x12 + x10 − 8x8
+2x6 + x2 + 8)/8
7/4
25 56
t(x) = −x2
r(x) = Φ56(x)
q(x) = (2(x2 − 1)2 + x14(x2 + 1)2(x14 + 1)2)/8
23/12
44 88
t(x) = −x2
r(x) = Φ88(x)
q(x) = (2(x2 − 1)2 + x22(x2 + 1)2(x22 + 1)2)/8
7/4
Tabela 7.7.1: Druzˇine krivulj s k ∈ {15, 28, 44} in D = 2.
Dokaz. Uporabili bomo izrek 7.7.1 v obsegu K = Q[x]/(Φℓ(x)), ki je izomorfen obsegu
Q(ζk, ζ8) = Q(ζlcm(k,8)). Naj elementa ζk in
√−2 = ζ8+ζ38 obsegaK ustrezata polinomoma
xℓ/k in xℓ/8+x3ℓ/8. Isˇcˇemo tak polinom y(x), ki bo ustrezal elementu (ζk−1)/
√−2). Poli-
nom z(x) = (1−xℓ/k)(x3ℓ/8+xℓ/8)/2 ustreza elementu (ζk− 1)/
√−2. Ker je k vecˇkratnik
3, lahko uporabimo xℓ/3 ≡ xℓ/6 − 1 mod Φℓ(x), da polinom z(x) reduciramo v polinom
y(x) = (1− xℓ(k)(x5ℓ/24 + xℓ/8 − xℓ/24)/2. Cˇe izberemo t(x) = xℓ/k + 1 dobimo q(x) kot v
konstrukciji 7.7.7. Cˇe je k ̸= 3, 6, 15, potem je ℓ
k
+ 5ℓ
24
< ϕ(ℓ) in polinom y(x) mod Φl(x)
res ustreza elementu (ζk− 1)/
√−2 obsega K. Dokazati moramo le sˇe, da q(x) predstavlja
prasˇtevila. Velja, da je q(1) = 1 in z racˇunalnikom [24, 49] lahko pokazˇemo, da je q(x)
nerazcepen za vse vkljucˇitvene stopnje k < 1000, ki so deljive s 3. Za izracˇun vredno-
sti ρ uporabimo dejstvo, da je deg(q)) = (2ℓ
k
+ 5ℓ
12
), deg(r) = ϕ(k)ℓ/(2k) cˇe je k liho in
deg(r) = ϕ(k)ℓ/k, cˇe je k sodo. 
Konstrukcija 7.7.7 je sicer samo za vkljucˇitvene stopnje k deljive s 3, vendar jo lahko
uporabimo za vsako pozitivno sˇtevilo k, cˇe izracˇunamo polinom y(x), ki ustreza elementu
(ζk − 1)/
√−2 v obsegu K. Vendar za razliko od konstrukcije 7.7.6, v primerih ko sˇtevilo
k ni deljivo s 3, izraz za polinom q(x) postane prevecˇ kompleksen in v nekaterih primerih
konstrukcija ne da druzˇine v smislu definicije 7.3.5. V primeru, ko je sˇtevilo k = 20,
polinom q(x) iz konstrukcije 7.7.7 nikoli ne zavzame celosˇtevilske vrednosti. Nekaj poten-
cialnih druzˇin za dolocˇene vrednosti vkljucˇitvene k je v tabeli 7.7.1.
7.7.2 Sporadicˇne druzˇine Brezing-Weng krivulj
Brezing in Weng sta v svojih konstrukcijah uporabila samo ciklotomicˇne polinome r(x).
Vcˇasih pa je uporaba neciklotomicˇnih polinomov r(x), ki definirajo razsˇiritve ciklotomicˇnih
obsegov, bolj ucˇinkovita. Ena od metod za konstrukcijo takih razsˇiritev je izracˇun ciklo-
tomicˇnega polinoma Φℓ(x) za nek polinom u(x). Cˇe je Φℓ(u(x)) nerazcepen, kar zaradi
nerazcepnosti ciklotomicˇnega polinoma Φℓ(x) ponavadi je, z razsˇiritvijo ne pridobimo
nicˇesar. V tem primeru namrecˇ racˇunamo vrednosti polinomov t, r in q pri u(x). Cˇe pa
Φl(u(x)) lahko faktoriziramo, pa lahko dobimo dolocˇene prednosti.
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Galbraith, McKee in Valenc¸a [55] so analizirali faktorizacijo Φk(u(x)). Dokazali so
naslednjo pomembno lemo.
Lema 7.7.8. [55, Lema 1]. Naj bo u(x) ∈ Q[x] polinom stopnje 2 in naj bo ϕ Eulerjeva
funkcija. Polinom Φk(u(x)) ima nerazcepne faktorje stopnje ϕ(k) natanko tedaj, ko ima
enacˇba
u(x) = ζk
resˇitev v Q(ζk). Sicer je polinom Φ(u(x)) nerazcepen nad Q stopnje 2ϕ(k).
Dokaz. Naj bo θ poljuben koren Φk(u(x)) = 0. Potem je u(θ) = ζk primitivni k-ti koren
enote in ζk ∈ Q(θ). Posledicˇno ima θ stopnjo, ki je vecˇkratnik ϕ(k) nad Q. Sˇe vecˇ, θ
ima stopnjo ϕ(k) natanko tedaj, ko je θ element razsˇirjenega obsega Q(ζk). To se zgodi
natanko tedaj, ko ima enacˇba u(x) = ζk resˇitev v Q(ζk), kar pa se zgodi natanko tedaj,
ko ima enacˇba u(x) = ζk resˇitev v Q(ζk). Sicer ima θ stopnjo enako 2ϕ(k). 
Galbraith, McKee in Valenc¸a so v svoji analizi pokazali naslednje:
• Za ℓ = 8 ni nobenega polinoma u(x) stopnje 2, da bi se Φℓ(u(x)) faktoriziral.
• Za ℓ = 5 in ℓ = 10 obstaja enorazsezˇna druzˇina polinomov u(x) stopnje 2, ki je
parametrizirana z racionalnimi tocˇkami elipticˇne krivulje nad Q ranga 1. Ker pa
po izreku A.2.39 velja Q(ζ5) = Q(ζ10) in obseg nima kvadratnega imaginarnega
podobsega, ne pricˇakujemo, da bi nasˇli
√−D v katerikoli razsˇiritvi Q(ζ5).
• Za ℓ = 12 pa obstajata dva polinoma u(x) stopnje 2, za katere je Φ12(u(x)) razcepen.
Barreto in Naehrig sta konstruirala parjenjem prijazno krivuljo prasˇtevilskega reda z
uporabo ene izmed teh faktorizacij [11].
Konstrukcija 7.7.9. Naj bo k = 12 in D = 3. Definirajmo:
r(x) = 36x4 + 36x3 + 18x2 + 6x+ 1,
t(x) = 6x2 + 1,
q(x) = 36x4 + 36x3 + 24x2 + 6x+ 1.
Trojka (t, r, q) parametrizira polno druzˇino krivulj z vkljucˇitveno stopnjo k in diskriminanto
D = 3 glede na definicijo 7.3.5. Vrednost ρ te druzˇine je enaka 1.
Dokaz. Naj bo u(x) = 6x2 in r(x) polinom iz konstrukcije 7.7.9. Potem velja Φ12(u(x)) =
r(x)r(−x), kar lahko preverimo s pomocˇjo izracˇunanega polinoma Φ12(x) na strani 155. Iz-
berimo obseg K = Q[x]/(r(x)). Naj element ζ12 obsega K ustreza polinomu 6x2. Element
ζ12 + 1 ustreza polinomu t(x) v v konstrukciji 7.7.9. Z uporabo enakosti
√−3 = 2ζ212 − 1
izracˇunamo y(x) = 6x2+4x+1. Po izreku 7.7.1 dobimo polinom q(x) v konstrukciji 7.7.9.
Tak izracˇunani polinom q(x) predstavlja prasˇtevilo, vrednost ρ pa izracˇunamo po (7.13).

Opomba: Ker imata polinoma q(x) in r(x) v zgornji konstrukciji enako stopnjo in vo-
dilna koeficienta, r(x) predstavlja dejansko sˇtevilo tocˇk na elipticˇni krivulji, ki jo zˇelimo
konstruirati. Cˇe sta q(x) in r(x) obe prasˇtevili za neko vrednost x, potem bo taka krivulja
imela prasˇtevilski red. Krivulje z D = 3 imajo ovoj stopnje 6 [137] in ker je k deljiv s
7.7. POLNE DRUZˇINE KRIVULJ 125
6, lahko te ovoje uporabimo za preslikavo tocˇk iz E(Fp12) v E(Fp2), kar omogocˇa hitrejˇse
operacije. To sta verjetno tudi glavna razloga, da je ta krivulja implementirana v kar
nekaj knjizˇnicah [160, 159]. Primeri krivulj generiranih s to konstrukcijo so v dodatku
B.4.
Barreto in Naehrig sta svojo konstrukcijo predstavila kot MNT druzˇino krivulj, v kateri
je desna stran enacˇbe kompleksnega mnozˇenja produkt konstante in popolno kvadratnega
polinoma (ang, perfect square polynom). To konstrukcijo lahko razsˇirimo tudi na druge
polinome u(x) stopnje 3, za katere se ciklotomicˇni polinom Φ12(u(x)) faktorizira, kar je
razvidno v naslednji konstrukciji.
Konstrukcija 7.7.10. Naj bo k = 4 in D = 3. Definirajmo:
t(x) = −4x3,
r(x) = 4x4 + 4x3 + 2x2 + 2x+ 1,
q(x) = (16x6 + 8x4 + 4x3 + 4x2 + 4x+ 1)/3.
Trojka (t, r, q) parametrizira polno druzˇino krivulj z vkljucˇitveno stopnjo k = 4 in diskri-
minanto D = 3 glede na definicijo 7.3.5. Vrednost ρ te druzˇine je 3/2..
Dokaz. Naj bo u(x) = 2x2 in r(x) polinom iz konstrukcije 7.7.10. Potem je Φ12(u(x)) =
r(x)r(−x). Izberimo obseg K = Q[x]/(r(x)). Tako izbrani obseg vsebuje element ζ4,
kateremu naj ustreza polinom u(x)3 ≡ −4x3 − 1 (mod r(x)). Posledicˇno elementu ζ4 + 1
ustreza polinom t(x) v konstrukciji 7.7.10. Naj elementu
√−3 ustreza polinom 8x3 +
4x2 + 4x+ 3. Po izreku 7.7.1 konstruiramo polinoma y(x) = (4x3 + 4x+ 2)/3 in polinom
q(x) v konstrukciji 7.7.10. Ker je q(x) nerazcepen in sta q(−1) = 7 in q(2) = 403 med
seboj tuji si sˇtevili, polinom q(x) predstavlja prasˇtevila. Vrednost ρ izracˇunamo po (7.13).

Obstajajo sˇe druge faktorizacije ciklotomicˇnih polinomov Φk(u(x)) za razlicˇne vredno-
sti k in stopnje polinomov u(x). Naslednja konstrukcija je za k = 8 v [49], najdemo pa jo
tudi v [144].
Konstrukcija 7.7.11. Naj bo k = 8 in D = 1. Definirajmo:
t(x) = −9x3 − 3x2 − 2x,
r(x) = 9x4 + 12x3 + 8x2 + 4x+ 1,
q(x) = (81x6 + 54x5 + 45x4 + 12x3 + 13x2 + 6x+ 1)/4.
Trojka (t, r, q) parametrizira polno druzˇino krivulj z vkljucˇitveno stopnjo k = 8 in diskri-
minanto D = 1 glede na definicijo 7.3.5. Vrednost ρ te druzˇine je 3/2.
Dokaz. Naj bo u(x) = 9x3+3x2+2x+1 in r(x) polinom iz konstrukcije 7.7.10. Potem ima
ciklotomicˇni polinom Φ8(u(x)) nerazcepen faktor r(x) = 9x
4+12x3+8x2+4x+1. Izberimo
obseg K = Q[x]/(r(x)). Tako izbrani obseg vsebuje element ζ8, kateremu naj ustreza
polinom −u(x). Elementu√−1 = ζ28 obsegaK naj ustreza polinom −18x3−15x2−10x−4
mod r(x). Iz tega zdaj lahko izracˇunamo polinom t(x) v konstrukciji 7.7.11 in polinom
y(x) = −3x−1. Z uporabo izreka 7.7.1 dobimo polinom q(x), ki je enak kot v konstrukciji
7.7.11. Ker je q(x) nerazcepen in q(1) = 53 ter q(−1) = 17, kar sta razlicˇni prasˇtevili,
polinom q(x) predstavlja prasˇtevila. Vrednost ρ izracˇunamo po (7.13). 
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Opomba: Vrednost ρ te druzˇine je slabsˇa kot 5/4 v konstrukciji 7.7.6, vendar pa imajo
krivulje z D = 1 ovoj stopnje 4 [137] in ker 4 | k, lahko uporabimo ta ovoj za preslikavo
tocˇk na krivulji P ∈ E(Fq8) v obseg Fq2 , kar omogocˇa hitrejˇse operacije.
Za vkljucˇitveno stopnjo k = 8 sta Tanaka in Nakamula [145] podala dodatno konstruk-
cijo, ki ima to lastnost, da sta r(x) in q(x) prasˇtevili za neskoncˇno mnogo celosˇtevilskih
vrednosti x. Primeri krivulj generiranih s to konstrukcijo so v B.5.
Konstrukcija 7.7.12. Naj bo k = 8 in D = 1. Definirajmo:
t(x) = −82x3 − 108x2 − 54x− 8,
r(x) = −82x4 + 108x3 + 54x2 + 12x+ 1,
q(x) = 379906x6 + 799008x5 + 705346x4+
33361x3 + 88945x2 + 12636x+ 745.
Trojka (t, r, q) parametrizira polno druzˇino krivulj z vkljucˇitveno stopnjo k = 8 in diskri-
minanto D = 1 glede na definicijo 7.3.5. Vrednost ρ te druzˇine je 3/2.
Dokaz. Naj bo u(x) = 82x3+108x2+54x+9. Potem ima ciklotomicˇni polinom Φ8(u(x))
nerazcepen faktor r(x) = −82x4+108x3+54x2+12x+1. Izberimo obsegK = Q[x]/(r(x)).
Tako izbran obseg vsebuje elementa ζ8 in
√−1 = ζ28 , ki jima ustrezata polinoma u(x) in
12966x3 + 4793x2 − 13x − 1 mod r(x). Iz tega zdaj lahko izracˇunamo polinom t(x) v
konstrukciji 7.7.12 in polinom y(x) = −174x3 − 66x2 − 12x + 310. Z uporabo izreka
7.7.1 dobimo q(x), ki je enak kot v konstrukciji 7.7.12. Ker sta vrednosti q(104) =
490506332802458249 in r(104) = 9714910817 prasˇtevili in ker sta q(x) in r(x) nerazcepna
nas Q, polinom q(x) predstavlja prasˇtevila. Vrednost ρ izracˇunamo po (7.13). 
Kachisa, Schaefer in Scott [71] so na podlagi [70] podali strategijo za konstrukcijo ne-
ciklotomicˇnih polinomov, ki definirajo ciklotomicˇne obsege. Njihova strategija temelji na
izbiri elementa β ∈ Q(ζℓ), ki ga je mogocˇe zapisati kot linearno celosˇtevilsko kombinacijo
potenc z majhnimi koeficienti. Minimalni polinom tako izbranega elementa β je polinom
r(x) v izreku 7.7.1. Ker vecˇina elementov obsega Q(ζℓ) ne lezˇi v pravem podobsegu, je v
vecˇini primerov Q[x]/(r(x)) ∼= Q(ζℓ) [93, poglavje 4]. Naslednjih 5 konstrukcija uporablja
to strategijo.
Konstrukcija 7.7.13. Naj bo k = ℓ = 16 in D = 1. Definirajmo:
t(x) = (2x5 + 41x+ 35)/35,
r(x) = x8 + 48x4 + 625,
q(x) = (x10 + 2x9 + 5x8 + 48x6 + 152x5 + 240x4 + 625x2 + 2398x+ 3125)/980.
Trojka (t, r, q) parametrizira polno druzˇino krivulj z vkljucˇitveno stopnjo k = 16 in diskri-
minanto D = 1 glede na definicijo 7.3.5. Vrednost ρ te druzˇine je 5/4.
Dokaz. Izberimo element β = −2ζ516+ζ16 ∈ Q(ζ16). Njegov minimalni polinom je polinom
r(x) v konstrukciji 7.7.13. Naj bo K = Q(ζ16) ∼= Q[x]/(r(x)) in naj elementoma ζ16 in√−1 ustrezata polinoma (2x5 + 41x)/35 in (x4 + 24)/7 zaporedoma. Element ζ16 + 1
potem ustreza polinomu t(x) v konstrukciji 7.7.13 in po izreku 7.12 dobimo polinom
y(x) = −(x5 + 5x4 + 38x + 120)/35 in polinom q(x) v konstrukciji 7.7.13. Polinom q(x)
je nerazcepen in q(x) ter t(x) imata celosˇtevilski vrednosti za x ∈ Z natanko tedaj, ko
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je x ≡ 25 (mod 70) ali x ≡ 45 (mod 70). Ker je gcd({q(±25 + 70n) : n ∈ Z}) = 1
(to dokazˇemo z racˇunalnikom in indukcijo po n), q(x) predstavlja prasˇtevila. Vrednost ρ
izracˇunamo po (7.13). 
Konstrukcija 7.7.14. Naj bo k = ℓ = 18 in D = 3. Definirajmo:
t(x) = (x4 + 16x+ 7)/7,
r(x) = x6 + 37x3 + 343,
q(x) = (x8 + 5x7 + 7x6 + 37x5 + 188x4 + 259x3 + 343x2 + 1763x+ 2401)/21.
Trojka (t, r, q) parametrizira polno druzˇino krivulj z vkljucˇitveno stopnjo k = 18 in diskri-
minanto D = 3 glede na definicijo 7.3.5. Vrednost ρ te druzˇine je 4/3.
Dokaz. Izberimo element β = −3ζ518+ζ218 ∈ Q(ζ18). Njegov minimalni polinom je polinom
r(x) v konstrukciji 7.7.14. Naj bo K = Q(ζ18) ∼= Q[x]/(r(x)) in naj elementoma ζ18 in√−3 ustrezata polinoma (x4 + 16x)/7 in x3 + 18 zaporedoma. Elementu ζ18 + 1 potem
ustreza polinom t(x) v konstrukciji 7.7.14 in po izreku 7.7.1 dobimo polinom y(x) =
−(3x4 + 15x3 + 55x + 270)/21 in polinom q(x) v konstrukciji 7.7.14. Polinom q(x) je
nerazcepen. Za x ≡ 14 (mod 42) ima polinom t(x) celosˇtevilske vrednosti, polinom q(x)
pa ima za take x prasˇtevilske vrednosti. Vrednost ρ izracˇunamo po (7.13). 
Konstrukcija 7.7.15. Naj bo k = ℓ = 32 in D = 1. Definirajmo:
t(x) = (−2x9 − 56403x+ 3107)/3107,
r(x) = x16 + 57120x8 + 815730721,
q(x) = (x18 + 6x17 + 13x16 + 57120x10 − 344632x9+
742560x8 + 815730721x2 − 4948305594x+ 10604499373)/2970292
Trojka (t, r, q) parametrizira polno druzˇino krivulj z vkljucˇitveno stopnjo k = 32 in diskri-
minanto D = 1 glede na definicijo 7.3.5. Vrednost ρ te druzˇine je 9/8.
Dokaz. Izberimo element β = −3ζ32 + 2ζ932 ∈ Q(ζ32). Njegov minimalni polinom je
polinom r(x) v konstrukciji 7.7.15. Naj bo K = Q(ζ32) ∼= Q[x]/(r(x)) in naj elementoma
ζ32 in
√−1 ustrezata polinoma (−2x9 − 56403x)/3107 in (x8 + 28560)/239 zaporedoma.
Elementu ζ32 + 1 ustreza polinom t(x) v konstrukciji 7.7.15 in po izreku 7.7.1 dobimo
polinom y(x) = (−3x9 + 13x8 − 86158x + 371280)/3107 in polinom q(x) v konstrukciji
7.7.15. Polinom q(x) je nerazcepen. Za x ≡ ±325 (mod 6214) ima t(x) celosˇtevilske
vrednosti, polinom q(x) pa ima za take x prasˇtevilske vrednosti. Vrednost ρ izracˇunamo
po (7.13). 
Konstrukcija 7.7.16. Naj bo k = ℓ = 36 in D = 3. Definirajmo:
t(x) = (2x7 + 757x+ 259)/259,
r(x) = x12 + 683x6 + 117649,
q(x) = (x14 − 4x13 + 683x8 − 25105x7 + 4781x6+
117649x2 − 386569x+ 823543)/28749
Trojka (t, r, q) parametrizira polno druzˇino krivulj z vkljucˇitveno stopnjo k = 36 in diskri-
minanto D = 3 glede na definicijo 7.3.5. Vrednost ρ te druzˇine je 7/6.
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Dokaz. Izberimo element β = 2ζ36+2ζ
7
36 ∈ Q(ζ36). Njegov minimalni polinom je polinom
r(x) v konstrukciji 7.7.16. Naj bo K = Q(ζ36) ∼= Q[x]/(r(x)) in naj elementoma ζ36 in√−3 ustrezata polinoma (2x7 + 757x)/259 (x6 + 323)/37 zaporedoma. Elementu ζ36 + 1
ustreza polinom t(x) v konstrukciji 7.7.16 in po izreku 7.7.1 dobimo polinom y(x) =
(−x7 + 7x6 − 249x + 2261)/777 in polinom q(x) v konstrukciji 7.7.16. Polinom q(x) je
nerazcepen. Za x ≡ 287 (mod 777) ima t(x) celosˇtevilske vrednosti, q(x) pa ima za take
x prasˇtevilske vrednosti. Vrednost ρ izracˇunamo po (7.13). 
Konstrukcija 7.7.17. Naj bo k = ℓ = 40 in D = 1. Definirajmo:
t(x) = (2x11 + 6469x+ 1185)/1185,
r(x) = x16 + 8x14 + 39x12 + 112x10 − 79x8 + 2800x6+
24375x4 + 125000x2 + 390625,
q(x) = (x22 − 2x21 + 5x20 + 6232x12 − 10568x11 + 31160x10+
9765625x2 − 13398638x+ 48828125)/1123380.
Trojka (t, r, q) parametrizira polno druzˇino krivulj z vkljucˇitveno stopnjo k = 40 in diskri-
minanto D = 1 glede na definicijo 7.3.5. Vrednost ρ te druzˇine je 11/8.
Dokaz. Izberimo element β = 2ζ40+2ζ
11
40 ∈ Q(ζ40). Njegov minimalni polinom je polinom
r(x) v konstrukciji 7.7.17. Naj bo K = Q(ζ40) ∼= Q[x]/(r(x)) in naj elementoma ζ40 in√−1 ustrezata polinoma (2x11+6469x)/1185 in (x10+3116)/237 zaporedoma. Elementu
ζ40 ustreza polinom t(x) v konstrukciji 7.7.17 in po izreku 7.7.1 dobimo polinom y(x) =
(−x11 + 5x10 − 2642x+ 15580)/1185 in polinom q(x) v konstrukciji 7.7.17. Polinom q(x)
je nerazcepen. Za x ≡ ±20 (mod 1185) ima t(x) celosˇtevilske vrednosti, polinom q(x) pa
ima za take x prasˇtevilske vrednosti. Vrednost ρ izracˇunamo po (7.13). 
7.7.3 Scott-Barreto druzˇine
Za Scott-Barret strategijo [136] bomo ponovno vzeli obseg K kot razsˇiritev ciklotomicˇnih
obsegov, le da tokrat ne bomo predpostavili
√−D ∈ K. Cˇe izberemo t(x) kot poljuben
polinom in r(x) kot nerazcepen faktor polinoma Φk(t(x)− 1), potem je obseg Q[x]/(r(x))
razsˇiritev ciklotomicˇnega obsega. Nato poiˇscˇemo tak polinom h(x), da ima desna stran
enacˇbe kompleksnega mnozˇenja
Dy2 = 4h(x)r(x)− (t(x)− 2)2. (7.15)
obliko produkta linearnega faktorja in popolno kvadratnega polinoma. Ko tak h(x) naj-
demo, lahko naredimo x kot linearno funkcijo spremenljivke Dz2, ki naredi desno stran
enacˇbe (7.15) oblike produkta D in kvadratnega polinoma spremenljivke z.
Konstrukcija 7.7.18. Naj bo k = 6. Definirajmo:
t(x) = −4x2 + 4x+ 2,
r(x) = 16x4 − 32x3 + 12x3 + 4x+ 1,
q(x) = 4x5 − 8x4 + 3x3 − 3x2 + 17
4
x+ 1.
Naj bo D ∈ N prosto kvadratov, ki ne deli produkt 2 · 3 · 5 · 911. Potem trojka
t(Dz2), r(Dz2), q(Dz2)) parametrizira polno druzˇino krivulj s stopnjo vkljucˇitve k = 6 in
diskriminanto D. Vrednost ρ te druzˇine je 5/4.
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Dokaz. Za polinom r(x) v konstrukciji 7.7.18 velja r(x) = Φ6(t(x)− 1). Izberimo h(x) =
x/4, ki nam da q(x) = h(x)r(x) + t(x)− 1. Cˇe uporabimo novo spremenljivko z, tako da
velja x = Dz2, se enacˇba kompleksnega mnozˇenja (7.15) prevede v
Dy2 = x(4x2 − 6x+ 1)2 = Dz2(4D2z4 − 6Dz2 + 1)2.
Ker sta polinoma 4q(x) in r(x) nerazcepna v Z[x], iz trditve A.3.4 sledi, da je r(Dz2)
nerazcepen, cˇe D ne deli 16 ·Disc(r(x)) = 220 · 33 (definicija diskriminante polinoma Disc
je v dodatku A.3.2). Podobno je q(Dz2) nerazcepen, cˇe D ne deli 64 · Disc(4q(x)) =
222 · 53 · 911. Ker je q(0) = 1 za poljuben D ∈ N prost kvadratov, sledi, da q(Dz2)
predstavlja prasˇtevilo cˇe le D - 2 · 5 · 911. 
Naslednjo konstrukcijo Koblitza in Menezesa [81] lahko gledamo kot primer Scott-
Barreto konstrukcije, pri kateri je polinom h(x) = Dℓ2 za poljuben D prost kvadratov in
sodi ℓ ∈ Z.
Konstrukcija 7.7.19. Naj bo ℓ sodo celo sˇtevilo in naj bo D ∈ N prosto kvadratov.
Definirajmo:
t(x) = 2,
r(x) = x,
q(x) = Dℓ2x2 + 1.
Trojka (t, r, q) parametrizira polno druzˇino krivulj z vkljucˇitveno stopnjo k = 1 in diskri-
minanto D glede na definicijo 7.3.5. Vrednost ρ te druzˇine je enaka 2.
Dokaz. Polinom r(x) je nerazcepen, polinom q(x) pa predstavlja prasˇtevila za vsaki
pozitivni sˇtevili ℓ in D. Nadalje, polinom r(x) deli q(x) + 1 − t(x) = Dℓ2x2 in r(x) deli
ciklotomicˇni polinom Φ1(t(x)− 1) = 0. 
Koblitz in Menezes sta podala dva primera elipticˇne krivulje za zgornjo konstrukcijo
[81] in sicer:
y2 = x3 − x, cˇe ℓx ≡ 0 (mod 4),
y2 = x3 − 4x, cˇe ℓx ≡ 2 (mod 4).
Zgornja konstrukcija generira elipticˇno krivuljo z vkljucˇitveno stopnjo k = 1 in z eno
samo ciklicˇno podgrupo reda r primerno za parjenja. Cˇeprav je splosˇno prepricˇanje, da
mora biti E(Fq)[r] izomorfna (Z/rZ)2, da je zagotovljeno netrivialno Tate-Lichtenbaumovo
parjenje [68, 69], pa ta pogoj ni potreben [127]. Prepricˇanje pride iz dejstva, da so na
krivulji z vkljucˇitveno stopnjo k > 1, vse r-torzijske tocˇke definirane nad Fqk [5]. V praksi
pa imajo krivulje konstruirane z metodo kompleksnega mnozˇenja, ki imajo vkljucˇitveno
stopnjo k = 1, r-torzijske tocˇke definirane nad osnovnim obsegom. Velja namrecˇ naslednja
trditev.
Trditev 7.7.20. [49, Trditev 6.18]. Naj bo E/Fq navadna elipticˇna krivulja, ki ima
vkljucˇitveno stopnjo k = 1 glede na prasˇtevilo r in diskriminanto kompleksnega mnozˇenja
D. Cˇe r - 2CD, kjer je C prevodnik [O : End(E)] in O kolobar celih sˇtevil v Q(√−D),
potem velja E[r] ⊂ E(Fq). 
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7.8 Druzˇine z variabilno diskriminanto
V konstrukcijah, ki smo jih predstavili v prejˇsnjih razdelkih, smo diskriminanto D vedno
fiksirali in nato konstruirali elipticˇno krivuljo. V tem razdelku si bomo ogledali dva
primera, ko je diskriminanta D enacˇbe kompleksnega mnozˇenja variabilna. V prvem
primeru bomo vzeli vrednost diskriminante D kot parameter pri generiranju krivulje in
ne zˇe ob konstrukciji polinomov (t, r, q). V drugem primeru pa bomo sledili definiciji polne
druzˇine z variabilno diskriminanto podane v 7.3.5.
7.8.1 Ciklotomicˇne druzˇine
Izrek 7.8.1. Predpostavimo, da trojka sodih polinomov (t, r, q) parametrizira polno poten-
cialno druzˇino elipticˇnih krivulj z vkljucˇitveno stopnjo k in diskriminanto D. Naj bo y(x)
polinom, kot v definiciji 7.3.5, ki je lih. Definirajmo polinome t′, r′, q′ in y′ kot:
t(x) = t′(x2), r(x) = r′(x2), q(x) = q′(x2), y(x) = y′(x2).
Izberimo tak α ∈ N, da velja:
1. Produkt αD je prost kvadratov;
2. Polinom r′(αx2) je nerazcepen;
3. Polinom y′(αx2) ima celosˇtevilsko vrednost za neko celo sˇtevilo x.
Potem trojka (t′(αx2), r′(αx2), q′(αx2)) parametrizira polno potencialno druzˇino elipticˇnih
krivulj z vkljucˇitveno stopnjo k in diskriminanto αD. Vrednost ρ take druzˇine je enaka
vrednosti ρ(t, r, q) definirane v (7.7).
Dokaz. Za vsak α, ki zadostuje pogojem izreka 7.8.1, moramo preveriti pogoje (b) -
(e) tocˇke 1. definicije 7.3.5 (potencialna druzˇina) za trojko (t′(αx2), r′(αx2), q′(αx2)). Cˇe
je r′(αx2) nerazcepen, potem pogoj (b) tocˇke 1. za polinom r′(αx2) velja iz pogoja za
polinom r(x). Pogoja (c) in (d) tocˇke 1. definicije 7.3.5 sta enakosti za r, t in q in veljata
tudi, cˇe izracˇunamo polinome v
√
αx. Izracˇun enacˇbe kompleksnega mnozˇenja (7.12) pri√
αx nam da naslednjo enakost:
4q′(αx2)− t′(αx2)2 = D · αx2 · y′(αx2)2.
Ker je y′(αx2) ∈ Z za nek x, velja enako za neskoncˇno mnogo vrednosti x in s tem je
dokazan tudi pogoj (e) tocˇke 1. definicije 7.3.5. Za vrednost ρ druzˇine pa velja naslednje:
ρ(t′(αx2), r′(αx2), q′(αx2)) =
2 deg q′
2 deg r′
=
2deg q
2 deg r
= ρ(t, r, q).

Iz izreka 7.8.1 sledi, da cˇe so polinomi t(x), r(x), q(x) sodi (t(x) = t(−x),r(x) = r(−x)
in q(x) = q(−x)) in je polinom z(x) mod r(x), ki ustreza elementu √−D, lih polinom
(z(−x) = −z(x)), potem nam zamenjava spremenljivk x2 ↦→ αx2 lahko da potencialno
druzˇino krivulj z diskriminanto αD. Najtezˇji del pri generiranju take druzˇine je v zagota-
vljanju, da q′(αx2) predstavlja prasˇtevila, saj pogosto dobimo gcd{q(x) : x, q(x) ∈ Z} >
1. Prva uporaba izreka 7.8.1 bo v naslednji konstrukciji, ki je izboljˇsava konstrukcije 7.7.2
za dolocˇene lihe vrednosti vkljucˇitvene stopnje k.
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Konstrukcija 7.8.2. Naj bo k liho naravno sˇtevilo. Definirajmo:
t(x) = 1 + (−1)(k+1)/2xk+1,
r(x) = Φ4k(x),
q(x) =
(
x2k+2 + x2k + 4(−1)(k+1)/2xk+1 + x2 + 1) /4. (7.16)
Trojka (t, r, q) parametrizira polno potencialno druzˇino elipticˇnih krivulj glede na definicijo
7.3.5 z vkljucˇitveno stopnjo k in diskriminanto D = 1. Vrednost ρ te druzˇine je (k +
1)/ϕ(k).
Dokaz. Uporabimo izrek 7.7.1 v obsegu K = Q[x]/(r(x)) ∼= Q(ζk,
√−1). Naj ele-
mentoma ζk in
√−1 obsega K ustrezata polinoma (−1)(k+1)/2xk + 1 in xk zaporedoma.
Potem elementu (ζk−1)/
√−1 ustreza polinom (1−(−1)(k+1)/2xk+1)xk ≡ (−1)(k+1)/2x+xk
mod r(x) in za y(x) izberemo y(x) = (−1)(k+1)/2x+ xk. Zdaj lahko izracˇunamo
q(x) =
1
4
((
(−1)(k+1)/2xk+1 + 1)2 + ((−1)(k+1)/2x+ xk)2),
ki se poenostavi v q(x) v (7.16). Iz dejstva deg q = 2k + 2 in deg r = 2ϕ(k) sledi
ρ = (k + 1)/ϕ(k). 
Konstrukcija 7.8.3. Naj bo k liho naravno sˇtevilo. Definirajmo:
t(x) = 1− (−1)(k+1)/2xk+1,
r(x) = Φ4k(x),
q(x) = (x2k+2 + x2k − 4(−1)(k+1)/2xk+1 + x2 + 1)/4.
Trojka (t, r, q) parametrizira polno potencialno druzˇino krivulj z vkljucˇitveno stopnjo 2k in
diskriminanto D = 1. Vrednost ρ te druzˇine je enaka (k + 1)/ϕ(k).
Dokaz. Izberimo obseg K = Q[x]/(r(x)) ∼= Q(ζ2k,
√−1). Naj elementoma ζ2k in
√−1
obsega K ustrezata polinoma −(−1)(k+1)/2xk+1 in xk zaporedoma. Ostalo je enako kot v
dokazu konstrukcije 7.8.2. 
Opomba: S kombinacijo substitucije x2 ↦→ αx2 iz izreka 7.8.1 (za nek primeren α)
in konstrukcijami 7.7.2, 7.7.3, 7.7.7, 7.8.2 ali 7.8.3 lahko generiramo druzˇino parjenjem
prijaznih elipticˇnih krivulj z variabilno diskriminanto D za vsak k, ki zadostuje pogoju
gcd(k, 24) ∈ {1, 2, 3, 6, 12}.
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Algoritem 7.8.1 Algoritem za generiranje druzˇin krivulj z variabilno diskriminanto
Vhodni podatki: vkljucˇitvena stopnja k ∈ N, za katero velja gcd(k, 24) ∈ {1, 2, 3, 6, 12},
konstrukcije 7.7.2, 7.7.3, 7.7.7, 7.8.2 in 7.8.3.
Rezultat: diskriminanta D in trojka (t′, r′, q′), ki parametrizira druzˇino krivulj z
vkljucˇitveno stopnjo k in diskriminanto D.
1. Glede na vrednost k izberi:
• Konstrukcijo 7.7.2, cˇe je k liho;
• Konstrukcijo 7.7.3, cˇe je k ≡ 2 (mod 4);
• Konstrukcijo 7.7.7, cˇe 3 - k;
• Konstrukcijo 7.8.2, cˇe k ≡ 3 (mod 4);
• Konstrukcijo 7.8.3, cˇe k ≡ 2 (mod 8).
2. Uporabi izbrano osnovno konstrukcijo za izracˇun trojke (t, r, q), ki parametrizira
druzˇino elipticˇnih krivulj z vkljucˇitveno stopnjo k.
3. Naj bodo t′, r′, q′ in y′ taki polinomi, da velja:
t(x) = t′(x2), r(x) = r′(x2), q(x) = q′(x2), y(x) = y′(x2).
4. Izberi tak α ∈ N brez kvadratov, da velja: α - k · Disc(q), polinom q′(αx2) pred-
stavlja prasˇtevila in da sta r′(αx2) in q′(αx2) nerazcepna. Zadnji pogoj zahteva,
da ima α naslednjo obliko:
• α je liho za konstrukcije 7.7.2, 7.7.3, 7.7.7 in 4 - k;
• α ≡ 1 (mod 4) za konstrukcijo 7.7.7 in 4 | k;
• α ≡ 3 (mod 4) za konstrukcijo 7.8.2 in 7.8.3.
5. Naj bo D = 2α cˇe je uporabljena konstrukcija 7.7.7 in D = α sicer.
6. Vrni trojko (t′, r′, q′) in diskriminanto D.
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Rezultat algoritma 7.8.1 je diskriminanta D in trojka (t′(αx2), r′(αx2), q′(αx2)), ki
parametrizira druzˇino elipticˇnih krivulj z vkljucˇitveno stopnjo k in diskriminanto D. Pri
vrednostih α ∈ N in x ∈ Z,, za kateri je q′(αx2) prasˇtevilo, obstaja elipticˇna krivulja nad
obsegom Fq′(αx2) s podgrupo reda r′(αx2) in vkljucˇitveno stopnjo k. Cˇe jeD < 1012, potem
enacˇbo za to krivuljo izracˇunamo s metode kompleksnega mnozˇenja (glej razdelek 4.9).
Cˇeprav lahko Cocks-Pinch metodo po izreku 7.5.1 uporabimo za generiranje elipticˇnih
krivulj s poljubno diskriminanto kompleksnega mnozˇenja D in vkljucˇitveno stopnjo k,
je vrednost ρ takih krivulj vedno enaka 2. Prednost algoritma 7.8.1 je v tem, da je
diskriminanta kompleksnega mnozˇenja variabilna in je dobljena vrednost ρ strogo manjˇsa
od 2 za mnogo vrednosti vkljucˇitvene stopnje k.
7.8.2 Polne druzˇine z variabilno diskriminanto
Drugi primer konstrukcij druzˇin z variabilno diskriminanto sledi tocˇki 5. v definiciji 7.3.5.
Te konstrukcije so nove in v originalni taksonomiji [49] niso bile vkljucˇene. V nadaljevanju
bomo tako predstavili konstrukcije povzete po [89].
Spomnimo se, da smo polno druzˇino z variabilno diskriminanto definirali v definiciji
7.3.5 kot druzˇino krivulj, za katere se enacˇbo kompleksnega mnozˇenja Dy2 = 4q(x)−t(x)2
da zapisati bodisi kot f(x) = 4q(x)− t(x)2, bodisi kot f(x)y(x)2 = 4q(x)− t(x)2, kjer je
f(x) linearni polinom .
Oglejmo si najprej prvi scenarij. Naslednja trditev nam bo pomagal pri iskanju poli-
nomov r(x).
Trditev 7.8.4. Naj (q(x), r(x), t(x)) predstavljajo druzˇino elipticˇnih krivulj z vkljucˇitveno
stopnjo k ≥ 3 in naj ima d(x) = 4q(x)− t(x)2 stopnjo enako 1. Potem ima polinom r(x)
nicˇlo θ oblike a1(ζ
ℓ
k − 1)2 + a0, kjer sta a1 in a0 racionalni sˇtevili, a1 ̸= 0 in ℓ ∈ (Z/kZ)∗.
Dokaz. Ker trojka (q(x), r(x), t(x)) predstavlja druzˇino krivulj, lahko zaradi pogoja (c)
tocˇke 1. v definiciji 7.3.5 polinom q(x) zapiˇsemo v obliki q(x) = r(x)h(x) + t(x) − 1. Iz
predpostavke v trditvi sledi d(x) = 4r(x)h(x)− (t(x)− 2)2. Naj bo θ nicˇla polinoma r(x).
Zapiˇsimo d(x) v obliki d(x) = b0+ b1x, kjer sta b0, b1 ∈ Q. Po izreku 7.7.1 je polinom r(x)
faktor ciklotomicˇnega polinoma Φk(t(x)−1), posledicˇno je Φk(t(θ)−1) = 0 in t(θ) = ζℓk+1
za nek ℓ ∈ (Z/kZ)∗. Velja b0 + b1θ = d(θ) = −(ζℓk − 1)2. Cˇe vzamemo za a0 = −b0/b1 in
za a1 = −1/b1, je trditev dokazana. 
Zaradi zgornje trditve je za konstrukcijo elipticˇnih krivulj, za katere je d(x) = 4q(x)−
t(x)2 linearen polinom dovolj, cˇe iˇscˇemo samo polinome r(x), ki imajo korene oblike
θ = a1(ζ
ℓ
k − 1)2 + a0. Ker je r(x) nerazcepen nad Q in θ = σℓ(a1(ζℓk − 1)2 + a0) za nek
σℓ ∈ GalQ(ζk)/Q, je dovolj cˇe gledamo primer ℓ = 1. Naslednji izrek opiˇse metodo za
generiranje takih krivulj.
Izrek 7.8.5. Naj bo k naravno sˇtevilo, θ = a1(ζk − 1)2 + a0 element ciklotomicˇnega
obsega K = Q(ζk), kjer sta a0, a1 ∈ Q, a1 ̸= 0, in r(x) ∈ Z[x] nerazcepen polinom za
katerega velja r(θ) = 0. Izberimo polinom t(x) ∈ Q[x], ki ustreza elementu ζk + 1 ∈ K, in
definirajmo naslednja polinoma:
1. d(x) = (−x+ a0)/a1 ∈ Q[x];
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2. q(x) = (t(x)2 + d(x))/4 ∈ Q[x].
Cˇe polinoma q(x) in r(x) predstavljata prasˇtevila in je t(x) ∈ Z za nek x ∈ Z, potem
trojka (t(x), r(x), q(x)) parametrizira druzˇino elipticˇnih krivulj v smislu definicije 7.3.5,
za katero je d(x) = 4q(x)2 − t(x)2 linearen polinom.
Dokaz. Najprej bomo dokazali, da je Q(ζk) izomorfen obsegu Q[x]/(r(x)) za polinom r(x)
iz izreka. Oglejmo si Galoisovo grupo razsˇiritve Q(ζk) nad Q. Za vsak σi ∈ GalQ(ζk)/Q,
i ∈ (Z/kZ)∗ velja σi(ζk) = ζ ik [85]. Ker je θ = a1(ζk − 1)2 + a0 in (σi(ζk) − 1)2 ̸=
(σj(ζk) − 1)2 za i ̸= j ∈ (Z/kZ)∗, je σi(θ) ̸= σj(θ). Posledicˇno mora imeti polinom r(x)
vsaj ϕ(k) korenov in obseg Q(ζk) je enak Q(θ). Slednji pa je izomorfen Q[x]/(r(x)). Zdaj
je potrebno dokazati sˇe, da trojka (q(x), r(x), t(x)) zadosˇcˇa pogojema (c) in (d) tocˇke 1. v
definiciji 7.3.5. Iz definicije polinoma t(x) v izreku sledi, da polinom r(x) deli Φk(t(x)−1).
Poleg tega polinom x ∈ Q[x] ustreza elementu a1(ζk − 1)2 + a0 v obsegu Q(ζk), saj je
θ = a1(ζk− 1)2+a0 koren polinoma r(x). Posledicˇno je x ≡ a1(t(x)− 2)2+a0 (mod r(x))
v Q[x]/(r(x)). Polinom x lahko zapiˇsemo v obliki x = a1(ζk − 1)2 + a0 + h(x)r(x) za nek
h(x) ∈ Q[x]. Velja
q(x) = (t(x)2 + d(x)) /4 =
(
t(x)2 − 1
a1
x+ a0
a1
)
/4
=
(
t(x)2 − 1
a1
(a1(t(x)− 2)2 + a0 + h(x)r(x)) + a0a1
)
/4
=
(
t(x)2 − (t(x)− 2)2 − h(x)
a1
r(x)
)
/4
= t(x)− 1− h˜(x)r(x),
kjer je h˜(x) = −h(x)/4a1. 
Naslednja konstrukcija temelji na zgornjem izreku.
Konstrukcija 7.8.6. Naj bo k = 5. Definirajmo
t(x) = (x3 + x2 + 19x+ 20)/55,
r(x) = x4 − 3x2 + 4x2 − 12x+ 41,
q(x) = (x6 + 2x5 + 39x4 + 78x3 + 401x2 + 3785x− 5450)/12100.
Cˇe je x ∈ Z, x ≡ −3 (mod 220), potem polinom t(x) predstavlja cela sˇtevila, polinoma
q(x) in r(x)/275 pa prasˇtevila. Trojka (t, r, q) parametrizira druzˇino krivulj z vkljucˇitveno
stopnjo k = 5 glede na definicijo 7.3.5. Vrednost ρ te druzˇine je 3/2.
Po [89, izrek 3.6] ne obstajajo trojke polinomov (q(x), r(x), t(x)), ki bi parametri-
zirale druzˇino krivulj glede na pogoj (7.5) za naslednje vrednosti vkljucˇitvene stopnje
k ∈ {3, 4, 6, 8, 10, 12, 15, 16, 24, 30, 32, 39, 40, 48}. Za te vrednosti k lahko dobimo druzˇine
krivulj, cˇe je diskriminanta D oblike xf(x)2. Velja naslednji izrek.
Izrek 7.8.7. Naj bo k naravno sˇtevilo, ζℓ primitivni ℓ-ti koren enote, kjer k | ℓ, in α ̸= 0
tak element obsega K = Q(ζℓ), da je Q(θ) ∼= Q(ζℓ) za θ = −( ζk−1α )2. Naj bo r(x) ∈ Z[x]
tak nerazcepen polinom, da je r(θ) = 0 in Q[x]/(r(x)) ∼= Q(ζℓ). Izberimo polinome
x, t(x), f(x) ∈ Q[x], ki ustrezajo elementom −( ζk−1
α
)2, ζk + 1 in α v obsegu Q(ζℓ). De-
finirajmo polinom q(x) = (t(x)2 + xf(x)2)/4 ∈ Q[x]. Cˇe polinoma q(x) in r(x) predsta-
vljata prasˇtevila in je t(x) ∈ Z za nek x ∈ Z, potem trojka (t(x), r(x), q(x)) parametrizira
druzˇino elipticˇnih krivulj z vkljucˇitveno stopnjo k v smislu definicije 7.3.5, za katero velja
xf(x)2 = 4q(x)2 − t(x)2.
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Dokaz. Dokazati je potrebno, da trojka (q(x), r(x), t(x)) zadosˇcˇa pogoju (c) tocˇke 1.
v definiciji 7.3.5. Opazimo, da je x ≡ −((t(x) − 2)/f(x))2 (mod r(x)) v Q[x]/(r(x)).
Posledicˇno lahko produkt xf(x)2 zapiˇsemo kot −(t(x)−2)2+h(x)r(x) za nek h(x) ∈ Q[x].
Velja
q(x) = (t(x)2 + xf(x)2)/4
= (t(x)2 − (t(x)− 2)2 + h(x)r(x))/4
= t(x)− 1 + h˜(x)r(x),
kjer je h˜(x) = −h(x)
4a1
. Ostali koraki so enaki kot v dokazu izreka 7.8.5. 
Naslednje sˇtiri konstrukcije temeljijo na zgornjem izreku. Pomembne so zato, ker do-
polnjujejo originalni seznam priporocˇenih krivulj v [49], v katerem za vkljucˇitvene stopnje
k = 8, k = 16, k = 20 in k = 24, ni bilo znanih konstrukcij z variabilno diskriminanto.
Konstrukcija 7.8.8. Naj bo k = 8. Definirajmo:
α = 2ζ3k − ζ2k − ζk + 2,
t(x) = (3x3 − x2 + 99x+ 7)/24,
r(x) = x4 + 34x2 + 1,
q(x) = (49x7 + 51x6 + 3349x5 + 3415x4 + 57559x3 + 57109x2 + 11187x+ 49)/2304.
Cˇe je x ∈ Z, x ≡ 7, 11 (mod 12), potem polinom t(x) predstavlja cela sˇtevila, polinoma
q(x) in r(x)/62 pa prasˇtevila. Trojka (t, r, q) parametrizira druzˇino krivulj z vkljucˇitveno
stopnjo k = 8 glede na definicijo 7.3.5. Vrednost ρ te druzˇine je 7/4.
Konstrukcija 7.8.9. Naj bo k = 16. Definirajmo:
α = ζ4k − 2ζ3k + ζ2k − ζk,
t(x) = (−1673x7 − 131x6 − 555345x5 − 43523x4 − 1104075x3
−99081x2 − 63931x− 337)/15232
r(x) = x8 + 332x6 + 678x4 + 76x2 + 1,
q(x) = (117310561x15 + 39039455x14 + 77892835753x13 + 25919226855x12
+13088598379413x11 + 4354049399243x10 + 52676581062573x9
+17249623655107x8 + 59240325856323x7 + 18576763413053x6
+11456416399483x5 + 2590174825717x4 + 621744760071x3
+91546735321x2 + 4130262255x+ 113569)/928055296.
Cˇe je x ∈ Z, x ≡ 67, 87, 115, 123, 151, 171, 291, 319, 339, 375, 395, 423 (mod 22 · 17 · 7),
potem polinom t(x) predstavlja cela sˇtevila, polinoma q(x) in
r˜(x) =
{
r(x)/(26 · 72 · 17), cˇe je x ≡ 67, 115, 123, 171, 319, 339, 375, 395,
r(x)/(26 · 7 · 172), cˇe je x ≡ 87, 151, 291, 423.
pa prasˇtevila. Trojka (t, r, q) parametrizira druzˇino krivulj z vkljucˇitveno stopnjo k = 16
glede na definicijo 7.3.5. Vrednost ρ te druzˇine je 15/8.
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Konstrukcija 7.8.10. Naj bo k = 20. Definirajmo:
α = −ζ4k + ζ3k − ζ2k ,
t(x) = (−13x7 + 93x6 − 9337x5 + 66581x4 − 27071x3
+40183x2 − 7131x+ 5687)/2624,
r(x) = x8 + 716x6 + 486x4 + 76x2 + 1,
q(x) = (1879641x15 + 1012474x14 + 2691199323x13 + 1449408872x12
+964796804001x11 + 519385215086x10 + 1079147931643x9
+471940038900x8 + 374562480771x7 + 136911017622x6
+35030676649x5 + 16607083680x4 − 2271180669x3 + 1912901570x2
−322130687x+ 129367876)/110166016.
Cˇe je x ∈ Z, x ≡ 31, 33, 39, 43, 49, 51 (mod 2 · 41), potem polinom t(x) predstavlja cela
sˇtevila, polinoma q(x) in
r˜(x) =
{
r(x)/(28 · 412) cˇe je x ≡ 31, 51,
r(x)/(28 · 41) cˇe je x ≡ 33, 39, 43, 49.
pa prasˇtevila. Trojka (t, r, q) parametrizira druzˇino krivulj z vkljucˇitveno stopnjo k = 20
glede na definicijo 7.3.5. Vrednost ρ te druzˇine je 15/8.
Konstrukcija 7.8.11. Naj bo k = 24. Definirajmo:
α = 2ζ7k − 2ζ6k − 2ζ5k + 2ζ3k + 2ζ2k − ζk − 1,
t(x) = (1720794375x7 − 1633079475x6 + 4393526499x5 − 1303164351x4
+171245365x3 + 455207175x2 + 90977697x− 232405)/1032192,
r(x) = 50625x8 − 48600x7 + 129564x6 − 39528x5 + 4870x4 + 13592x3
+2460x2 − 88x+ 1
q(x) = (27542461768326562500x15 − 47364507274264734375x14
+156013061114551421250x13 − 145508290162914512925x12
+192756685714928626176x11 − 56558367114155802783x10
+779529793203441558x9 + 33827583641994995427x8
+2059501742335105972x7 − 1557154304712471869x6
+2114008998248547438x5 + 1156974973788911617x4
+196711255882533064x3 + 10082489228030595x2
−32616400227974x+ 54012084025)/4261681299456.
Cˇe je x ∈ Z, x ≡ 31, 44, 55 (mod 22 · 3 · 7), potem t(x) predstavlja cela sˇtevila, q(x) in
r˜(x) =
{
r(x)/(216 · 32 · 72) cˇe je x ≡ 31, 43,
r(x)/(216 · 32) cˇe je x ≡ 55.
pa prasˇtevila in trojka (t, r, q) parametrizira druzˇino krivulj z vkljucˇitveno stopnjo k = 24
glede na definicijo 7.3.5, ρ vrednost te druzˇine je 1, 875.
7.9 Implementacija
Pri implementaciji je potrebno uposˇtevati precej faktorjev. Predstavili bomo samo tiste,
ki lahko kljucˇno vplivajo na ucˇinkovitost in s tem tudi na izbiro in konstrukcijo ustrezne
krivulje. Ostali faktorji so podrobneje opisani v [116] in [135].
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7.9.1 Varnost
Ko izbiramo elipticˇno krivuljo za implementacijo kriptografske sheme na podlagi par-
jenj, ponavadi vnaprej fiksiramo zˇeleno velikost b1 (v bitih) podgrupe prasˇtevilskega reda
(podgrupa tocˇk elipticˇne krivulje) in zˇeleno velikost b2 (v bitih) koncˇnega obsega, kjer
zˇelimo, da je diskretni logaritem tezˇko izracˇunljiv. Da dosezˇemo te velikosti, mora ve-
ljati b2/b1 = ρ · k. To razmerje nam dovoljuje uporabo razlicˇnih krivulj. V splosˇnem so
zaradi optimizacije aritmetike na elipticˇni krivulji zazˇelene krivulje z manjˇso vrednostjo
ρ. Cˇe vzamemo na primer krivuljo z vkljucˇitveno stopnjo k = 4 in vrednostjo ρ = 2 nad
320-bitnim koncˇnim obsegom, le-ta zagotavlja enako varnost, kot krivulja z vkljucˇitveno
stopnjo k = 8 in vrednostjo ρ = 1 nad 160-bitnim obsegom. Implementacija tocˇk na prvi
krivulji zavzame dvakrat toliko prostora in aritmetika v koncˇnem obsegu zahteva priblizˇno
sˇtirikrat vecˇ cˇasa.
V splosˇnem je torej vrednost ρ tista, ki prevlada pri izbiri krivulje. Ni pa edini faktor,
ki lahko vpliva na optimizacijo implementacije. Poleg vrednosti ρ je vredno izpostaviti sˇe
ovoje, ki smo jih opisali v razdelku 4.4. Tako bi hipoteticˇna krivulja z vkljucˇitveno stopnjo
k = 6 in vrednostjo ρ = 4/3 nad 214-bitnim obsegom Fq zagotavljala enako varnost, kot
prejˇsnja primera. Cˇe pa bi krivulja imela ovoj stopnje sˇest (glej razdelek 4.4), bi operacije
v grupi lahko racˇunali v obsegu Fq namesto v obsegu Fqk .
Cˇe velikost podgrupe in obsega spremenimo, tako da nista nujno minimalne velikosti,
lahko ucˇinkovitost sˇe izboljˇsamo. Kot primer vzemimo krivuljo z vkljucˇitveno stopnjo
k = 6 in vrednostjo ρ = 2 nad 320-bitnim obsegom. Taka izbira parametrov vecˇ kot
zadovolji varnostne zahteve, vendar pa je kljub temu lahko taka krivulja ucˇinkovita, cˇe
ima ovoje stopnje sˇest. Splosˇno, cˇe je ρ · k > b2/b1, potem bo koncˇni obseg vecˇji od
zahtevanega, cˇe pa je ρ · k < b2/b1, pa bo podgrupa vecˇja od zahtevane.
7.9.2 Distorzijske preslikave
Vecˇina parjenj v kriptografiji ima lastnost, da so izrojena, cˇe so vhodni podatki (P,Q)
linearno odvisni. Po drugi strani veliko protokolov zahteva, da so vhodni podatki iz
iste ciklicˇne grupe ⟨P ⟩. Eden izmed nacˇinov kako to preprecˇiti, je uporaba distorzijskih
preslikav, ki smo jih spoznali v razdelku 5.5. Distorzijska preslikava obstaja za krivuljo
E z vkljucˇitveno stopnjo k > 1 natanko tedaj, ko je E supersingularna [57, 149]. Primer,
ko je k = 1 pa smo si ogledali v primeru konstrukcije 7.7.19.
Na navadnih krivuljah obstajajo drugi nacˇini za resˇevanje problema izrojenosti in nava-
dne krivulje se lahko uporabijo skoraj v vseh protokolih in shemah. Vendar je mnogokrat
dokaz varnosti odvisen od eksistence distorzij in za take protokole je potrebno izbrati
supersingularne krivulje, cˇe zˇelimo dokazljivo varnost [80]. Cˇe pri tem uposˇtevamo zadnje
rezultate s podrocˇja racˇunanja diskretnega logaritma v koncˇnh obsegih [1], zaradi katerih
je uporaba supersingularnih krivulj varnostno vprasˇljiva, ostane odprto vprasˇanje, ali se
da dokazljivo varnost dokazati tudi brez distorzij.
7.9.3 Ovoji in kompresija
Za navadne krivulje velja, da sta tocˇki P in Q kot vhodna podatka za parjenja e(P,Q)
na elipticˇni krivulji z vkljucˇitveno stopnjo k iz grup E(Fq) oziroma E(Fqk) (glej razdelek
5.1). Cˇe je k liho sˇtevilo, lahko uporabimo kvadratni ovoj in vzamemo tocˇko Q na krivulji
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E ′(Fqk/2), kjer je E ′ kvadratni ovoj, ki smo ga spoznali v razdelku 4.4. Lastnost, da je
k liho sˇtevilo je splosˇno zazˇelena, saj lahko pripomore k optimizaciji [8]. Sˇe vecˇ, cˇe je k
deljiv s 6, je tocˇka Q lahko na krivulji E ′(Fqk/6), kjer je E ′ ovoj stopnje 6 [11].
Na vsaki elipticˇni krivulji z vkljucˇitveno stopnjo k, ki ima ovoj stopnje d, kjer d | k, je
rezultat Tate-Lichtenbaumovega parjenja lahko element obsega Fqk/d namesto Fqk . S tem
prihranimo ⌈log2 d⌉ bitov informacije. Ta kompresija sicer deluje samo na rezultatu parje-
nja, vendar se da podobno narediti tudi na celotnem parjenju nad primernim podobsegom
obsega Fqk [111].
Idealno bi bilo, cˇe bi krivulja z vkljucˇitveno stopnjo k imela ovoj stopnje k, kar bi
omogocˇalo, da bi bile vse tocˇke na krivulji in vrednosti parjenja v osnovnem obsegu Fq.
Na zˇalost pa mora biti taka krivulja supersingularna ali pa mora bit njena vrednost ρ
skoraj 2, kar je posledica naslednje trditve in izreka 4.8.10.
Trditev 7.9.1. Cˇe je E navadna elipticˇna krivulja nad obsegom Fq z vkljucˇitveno stopnjo
k > 1 in ovojem stopnje k, potem je red podgrupe r ≤ 4√q in vrednost ρ ≥ 2− 4 log 2
log r
. 
Opomba: Iz izreka 4.8.10 in trditve 7.9.1 sledi, da ima vsaka navadna druzˇina krivulj
vrednost ρ vsaj 2 cˇe ima:
• vkljucˇitveno stopnja k = 6 in diskriminanto D = 3 (konstrukcija 7.7.6);
• vkljucˇitvena stopnja k = 4 in diskriminanta D = 1 (konstrukcija 7.7.4);
• vkljucˇitvena stopnja k = 2 in poljubna diskriminanta (trditev 7.3.7).
7.9.4 Aritmetika v razsˇiritvah obsega
Za dolocˇene vrednosti vkljucˇitvene stopnje k ∈ N se da aritmetiko v razsˇirjenem obsegu
Fqk implementirati bolj ucˇinkovito. Naj bo d1 < d2 < . . . < ds = k, di ∈ N, kjer di | di+1
in naj bo F(qdi) i-ta razsˇiritev dobljena z dodajanjem korena polinoma xdi/di−1 + βi za
nek βi ∈ Fqdi−1 , ki je dovolj majhen (da se ga predstaviti z malo biti). Cˇe je obseg F(qk)
mozˇno zgraditi kot stolp razsˇirjenih obsegov
Fq ⊂ Fqd1 ⊂ Fqd2 ⊂ · · · ⊂ Fqk ,
potem se da aritmetiko ucˇinkovit implementirati. Ta lastnost se bo bolj verjetno pojavila,
cˇe bo k oblike 2a3b za neka a, b ∈ N0. Taki konstrukciji obsegov sta predstavila Koblitz in
Menezes [81] ter Barreto in Naehrig [7].
7.9.5 Majhna Hammingova utezˇ
Pri Millerjevem algoritmu za racˇunanje parjenj, predstavljenim v razdelku 5.4 smo videli,
da je sˇtevilo korakov odvisno od sˇtevila 1 v binarnem zapisu reda r, kar je Hammingova
utezˇ sˇtevila r, ki jo oznacˇimo s hw(r). Parjenje lahko izracˇunano hitreje, cˇe je hw(r)
majhna, Konstrukcija supersingularnih krivulj in krivulj po metodi Cocks-Pinch dovoljuje
poljubno izbiro reda podgrupe r, zato lahko v teh primerih za r vzamemo prasˇtevilo z
majhno vrednostjo hw(r). Cˇe je r dan s polinomom r(x), kot smo to videli pri druzˇinah,
potem izbira x z majhno vrednostjo hw(x) lahko privede do velikosti reda r z majhno
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varnost (v bitih) r(x) (v bitih) max deg(r)
80
112
128
192
256
160
224
256
384
512
10
12
16
20
24
Tabela 7.10.1: Maksimalna stopnja r(x) za razlicˇne varnostne zahteve
hw(r). Splosˇno je stopnja kontrole nad Hammingovo utezˇjo odvisna od stopnje polinoma
r(x) in ta kontrola je precej vecˇja za polne druzˇine, kot pa redke.
Cˇe je Hammingova utezˇ prasˇtevilske velikosti obsega q majhna, tudi to vpliva na
ucˇinkovitost aritmetike, vendar moramo biti pri tem pazljivi, saj je diskretni logaritem za
obsege F∗q lazˇji zaradi ucˇinkovitejˇsega algoritma [130].
7.10 Seznam vseh krivulj primernih za parjenje
V prejˇsnjih razdelkih smo si ogledali bistvene lastnosti parjenjem prijaznih krivulj, kako
se take krivulje generirajo in kaj vse vpliva na implementacijo parjenj. Zdaj si bomo
ogledali izbor krivulj za posamezne vrednosti parametrov. Faktorjev za izbor krivulje
je precej. Najbolj pomembna sta zˇelena stopnja varnosti v grupi na elipticˇni krivulji
E(Fq) in v multiplikativni grupi F∗qk . Vpliv na izbor krivulje pa ima tudi izbira parjenja
uporabljenega v aplikaciji, zahteva za hitrost racˇunanja in velikost v bitih. Seveda ne
smemo zanemariti tudi dvomov glede posebnih krivulj in nenakljucˇnih parametrov [78].
Tako bomo predstavili vecˇ razlicˇnih mozˇnosti za izbiro elipticˇne krivulje.
Izbor krivulje poteka tako, da uporabnik najprej izbere minimalno velikost (v bitih)
podgrupe in razsˇirjenega obsega. Nato izbere metodo za generiranje krivulje iz tabele
7.10.2. Cˇe izbrana konstrukcija generira redko druzˇino krivulj, za iskanje eksplicitnih
parametrov uporabi MNT metodo (glej razdelek 7.6.1). Cˇe izbrana konstrukcije gene-
rira polno druzˇino krivulj (t(x), r(x), q(x)), za izracˇun eksplicitnih parametrov uporabimo
zanko po vseh x ∈ Z, dokler ne najdemo take vrednosti x0, da sta vrednosti q(x0) in r(x0)
prasˇtevili in vrednost t(x0) celo sˇtevilo. Cˇe je stopnja polinomov velika glede na stopnjo
zahtevane varnosti, je iskanje takega x0 lahko zamudno [49]. Posledica zgornje ocene je,
da stopnji polinomov r(x) in q(x) ne smeta biti preveliki, cˇe za konstrukcijo krivulje upo-
rabimo druzˇino in zˇelimo natancˇno definirati velikost podgrupe in obsega. Zahteva, da je
q(x) prasˇtevilo, to sˇe zaostri [49, razdelek 8].
V tabeli 7.10.1 so maksimalne vrednosti deg(r) za razlicˇne varnostne zahteve. Za
vsako vrednost polinoma r(x) velikosti b + 1 v bitih, izracˇunamo vrednost d iz enako-
sti 2b/d/(b2d log 2) = 1. Maksimalna vrednost deg(r) je malo vecˇja od tako izracˇunanega
d. Cˇe smo lahko fleksibilni glede velikosti parametrov v bitih, potem x povecˇujemo do-
kler ne najdemo prasˇtevili q(x) in r(x). Z malo srecˇe, bodo prve instance, kjer se bo to
zgodilo, blizu zˇelenih velikosti v bitih. Kljub temu pa pri deg(r) > 40 pricˇakujemo malo
prasˇtevilskih vrednosti r(x), ki so vecˇja od 512 bitov, zato druzˇine krivulj, z veliko stopnjo
polinoma r(x) niso priporocˇljive.
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Primer. Naj bosta q(x) in r(x) polinoma generirana s konstrukcijo 7.7.6 in parametrom
k = 32. Polinoma imata stopnji 34 in 32. Cˇe zˇelimo 512-bitno podgrupo prasˇtevilskega
reda, ki bo ekvivalentna glede varnosti 256-bitnem AES, nam pri izbiri x = 66100 polinom
q(x) da 543-bitno prasˇtevilo in r(x) 513-bitno prasˇtevilo, kar je blizu nasˇim zahtevanim
velikostim. •
7.10.1 Priporocˇila
Priporocˇila temeljijo na [49] in so dopolnjena z novimi metodami. Odvisna so od vecˇ
faktorjev.
Krivulje z vrednostjo ρ ≈ 2
Cˇe minimiziranje ρ ni zazˇeleno, potem je najbolj ucˇinkovita Cocks-Pinch metoda (glej
razdelek 7.5.1). Ta ima vecˇ prednosti:
• Deluje za poljubno vkljucˇitveno stopnjo k;
• Deluje za poljubno diskriminanto kompleksnega mnozˇenja (v mejah ucˇinkovitosti
D < 1012);
• Prasˇtevilski red r podgrupe E(Fq) je izbran vnaprej.
Edina ovira je v tem, da je vrednost ρ blizu 2, kar pomeni, da bo velikost opisa tocˇke
krivulje E v bitih priblizˇno dvakratnik minimalne velikosti v bitih zahtevane stopnje
varnosti.
Krivulje z vrednostjo ρ < 2
Cˇe uporabnik zˇeli minimizirati vrednost ρ (recimo za zmanjˇsanje potrebne pasovne sˇirine
pri komunikaciji), potem so vrednosti za ucˇinkovito implementacijo v tabeli 7.10.2. V njej
so najboljˇse znane vrednosti ρ za druzˇine krivulj z vkljucˇitveno stopnjo k ≤ 50, ki naj bi
pokrile vse zˇelene stopnje varnosti. Za vsako vrednost k je v tabeli 7.10.2 dana najboljˇsa
vrednost ρ dosezˇena z dvema razlicˇnima konstrukcijama. Prva konstrukcija je tista, ki
da najmanjˇso vrednost ρ, cˇe je diskriminanta kompleksnega mnozˇenja D = 1 ali D = 3.
Enacˇbe krivulj za take primer so enostavno izracˇunljive. Cˇe je gcd(q, 6) = 1, so krivulje
nad Fq dane z enacˇbama
E1 : y
2 = x3 + ax (D = 1),
E2 : y
2 = x3 + b (D = 3).
V tabeli so za vecˇine primerov najboljˇse vrednosti ρ dosezˇene s konstrukcijo 7.7.6, ostale
konstrukcije se izkazˇejo pri manjˇsih vrednostih k, k ≡ 4 (mod 6) in vrednostih k, ki
so deljive z 18. Vendar za krivulje z majhno diskriminanto kompleksnega mnozˇenja D
obstajajo metode, ki pohitrijo Pollard rho algoritem [43]. Te metode sicer varnost znizˇajo
samo za par bitov, vendar pa zbujajo dvome, da krivulje z majhno D niso varne. Zato so
v tabeli 7.10.2 tudi najboljˇse vrednosti ρ za krivulje z variabilno D, dovoljene vrednosti
D in konstrukcije, ki generirajo te vrednosti ρ.
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Vse druzˇine tabeli 7.10.2 se lahko uporabijo za generiranje krivulj, katerih vrednost
ρ je zelo blizu vrednosti ρ druzˇine. Vse druzˇine z izjemo ene generirajo krivulje nad
prasˇtevilskimi obsegi in minimalni vkljucˇitveni obseg za te krivulje je Fqk . Edina izjema
je supersingularna krivulja s k = 3. Minimalni vkljucˇitveni obseg za to krivuljo je ali Fq3
ali Fq3/2 .
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fiksna D ≤ 3 variabilna D
k ρ D deg(r) Konstr./Raz. ρ D deg(r) Konstr./Raz.
1 2, 000 3 2 K 7.7.6 2, 000 poljubna 1 K 7.7.19
2 poljubna# 1,3 - R 7.4.2 poljubna# 3 mod 4 - R 7.4.2
3 1,000# 3 2 R 7.4.3 1,000 nekatere 2 R 7.6.1-7.6.2
4 1, 500 3 4 K 7.7.10 1,000 nekatere 2 R 7.6.1-7.6.2
5 1, 500 3 8 K 7.7.6 1, 500 poljubna 4 K 7.8.6+
6 1, 250 1 4 K 7.7.18 1,000 nekatere 2 R 7.6.1-7.6.2
7 1, 333† 3 12 K 7.7.6, 7.8.2+ 1, 333 3 mod 4 12 K 7.8.2+
8 1, 500 3 8 K 7.7.6 1, 750 poljubna 4 K 7.8.8
9 1, 333 3 6 K 7.7.6 1, 833 poljubna liha 12 K 7.7.2+
10 1, 500 1,3 8 K 7.7.5, 7.8.3+ 1,000 nekatere 4 R 7.6.4
11 1, 200 3 20 K 7.7.6, 7.8.2+ 1, 200† 3 mod 4 20 K 7.8.2+
12 1,000 3 4 K 7.7.9 1, 750 2 mod 8 8 K 7.7.7+
13 1, 167† 3 24 K 7.7.6 1, 250 poljubna liha 24 K 7.7.2+
14 1, 333† 3 12 K 7.7.6 1, 500 poljubna liha 12 K 7.7.3+
15 1, 500 3 8 K 7.7.6 1, 750 poljubna soda 32 K 7.7.7∗+
16 1, 250 1 8 K 7.7.18 1, 875 poljubna 8 K 7.8.9
17 1, 125† 3 32 K 7.7.13, 7.8.2+ 1, 188 poljubna liha 32 K 7.8.2+
18 1, 333 3 6 K 7.7.14 1, 583 2 mod 4 24 K 7.7.7+
19 1, 111† 3 36 K 7.7.6 1, 111† 3 mod 4 36 K 7.8.2+
20 1, 375 3 16 K 7.7.6 1, 875 poljubna 8 K 7.8.10
21 1, 333 3 12 K 7.7.6 1, 792 2 mod 4 48 K 7.7.7+
22 1,300† 1 20 K 7.7.3 1, 300† poljubna liha 20 K 7.7.3+
23 1,091† 3 44 K 7.7.6, 7.8.2+ 1, 091† 3 mod 4 44 K 7.8.2+
24 1, 250 3 8 K 7.7.6 1, 875 poljubna 8 K 7.8.11
25 1, 300† 3 40 K 7.7.6 1, 350 poljubna liha 40 K 7.7.2+
26 1, 167† 3 24 K 7.7.6, 7.8.3+ 1, 167† 3 mod 4 24 K 7.8.3+
27 1, 111 3 18 K 7.7.6 1, 472 2 mod 4 72 K 7.7.7+
28 1, 333† 1 12 K 7.7.4 1, 917 6 mod 8 24 K 7.7.7∗+
29 1,071† 3 56 K 7.7.6 1, 107 poljubna liha 56 K 7.7.2+
30 1, 500 3 8 K 7.7.6 1, 813 2 mod 4 32 K 7.7.7+
31 1,067† 3 60 K 7.7.6, 7.8.2+ 1, 067† 3 mod 4 60 K 7.8.2+
32 1, 063† 3 32 K 7.7.6 - - - -
33 1, 200 3 20 K 7.7.6 1, 575 2 mod 4 80 K 7.7.7+
34 1, 125† 3 32 K 7.8.3+ 1, 125† 3 mod 4 32 K 7.8.3+
35 1,500† 3 48 K 7.7.6, 7.8.2+ 1, 500† 3 mod 4 48 K 7.8.2+
36 1, 167 3 12 K 7.7.16 1, 417† 2 mod 8 24 K 7.7.7+
37 1,056† 3 72 K 7.7.6 1, 083 poljubna liha 72 K 7.7.2+
38 1, 111† 3 36 K 7.7.6 1, 167 poljubna liha 36 K 7.7.3+
39 1, 167 3 24 K 7.7.6 1,521 2 mod 4 96 K 7.7.7+
40 1, 375 1 16 K 7.7.17 - - - -
41 1,050† 3 80 K 7.7.6, 7.8.2+ 1, 075 poljubna liha 80 K 7.7.2+
42 1, 333 3 12 K 7.7.6 1, 625 2 mod 4 48 K 7.7.7+
43 1,048† 3 84 K 7.7.6, 7.8.2+ 1,048† 3 mod 4 84 K 7.8.2+
44 1, 150† 3 40 K 7.7.6 1, 750 6 mod 8 32 K 7.7.7∗+
45 1, 333 3 24 K 7.7.6 1,729 2 mod 4 96 K 7.7.7+
46 1,136† 1 44 K 7.7.3 1, 136† poljubna liha 24 K 7.7.3+
47 1,043† 3 92 K 7.7.6 1,043† 3 mod 4 92 K 7.8.2+
48 1, 125 3 16 K 7.7.6 - - - -
49 1,190† 3 84 K 7.7.6 1,214 poljubna liha 96 K 7.7.2+
50 1, 300† 3 40 K 7.7.6, 7.8.3+ 1, 300† 3 mod 4 40 K 7.8.3†
Tabela 7.10.2: Priporocˇene konstrukcije elipticˇnih krivulj z vkljucˇitveno stopnjo k ≤ 50
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Razlaga simbolov v tabeli 7.10.2:
• krepko: tako napisano vnosi v tabeli oznacˇujejo, da lahko konstruiramo elipticˇno
krivuljo prasˇtevilskega reda z dano vkljucˇitveno stopnjo.
• lezˇecˇe: oznacˇuje, da cˇeprav lahko dosezˇemo optimalne vrednosti ρ za dano druzˇino,
so stopnje vpletenih polinomov previsoke za prakticˇno implementacijo. Za fiksno
vrednost diskriminante D je zahteva za stopnjo polinoma deg(r) ≤ 40, za variabilne
vrednosti diskriminante D je zahteva za stopnjo polinoma deg(r) ≤ 80. V primerih,
ko je stopnja deg(r) prevelika, je najbolj uporabna Cocks-Pinch metoda, s katero
dobimo krivulje z zˇeleno vkljucˇitveno stopnjo in diskriminanto ter vrednostjo ρ ≈ 2.
• †: vrednost ρ je iz [49] in je manjˇsa od vrednosti ρ dobljene v [25];
• #: za vrednosti ρ so primerne supersingularne krivulje:
– k = 2 : za majhne D oziroma variabilne D lahko dobimo zˇelene vrednosti ρ s
supersingularnimi krivuljami (7.4.2). Odvisno od razreda ostankov q mod 12,
lahko konstruiramo krivulje z D = 1, D = 3 ali D ≡ 3 (mod 4) z (−D
q
) = −1
(algoritem 7.8.1). Cˇe pa uposˇtevamo zadnje rezultate na podrocˇju racˇunanja
diskretnega logaritma [1], supersingularne krivulje niso primerne zato so zato
edina alternative krivulje konstruirane po metodi Cocks-Pinch.
– k = 3 in majhna vrednost diskriminante D: tudi tu je najbolj optimalna
supersingularna krivulja nad obsegom Fp2 (7.4.3). Minimalni vkljucˇitveni obseg
(obseg v katerem parjenja zavzamejo vrednosti) bo v tem primeru Fp6 = Fq3 ,
cˇe je sled t = p in Fp3 = Fq3/2 cˇe t = −p. Ker minimalni vkljucˇitveni obseg
dolocˇa varnost diskretnega logaritma in ne vkljucˇitvena stopnja [66], je pri izbiri
parametrov potrebna previdnost. Cˇe je zahtevana krivulja nad prasˇtevilskim
obsegom, nam konstrukcija 7.7.6 da ustrezno druzˇino z vrednostjo ρ = 2.
• +: osnovna navedena konstrukcija je kombinirana s substitucijo x2 ↦→ αx2 v izreku
7.8.1.
• ∗: za k = 15, 28, 44 in variabilno diskriminanto D, se uporabijo iste tehnike kot
v konstrukciji 7.7.7, edina razlika je tem, da se polinom y(x), ki ustreza elementu
obsega (ζk − 1)/
√−2, dodatno reducira po modulu r(x). Polinomi za osnovno
konstrukcijo so v tabeli 7.7.1.
• −: za dano vkljucˇitveno stopnjo k trenutno ne obstaja znana druzˇina krivulj z
majhno ali variabilno diskriminanto D. V teh primerih je najbolj uporabna Cocks-
Pinch metoda, ki generira krivuljo z zˇeleno stopnjo vkljucˇitve in diskriminanto ter
vrednostjo ρ ≈ 2.
Krivulje z ucˇinkovito aritmetiko
V razdelku 7.9 smo spoznali nekaj tehnik za hitrejˇse racˇunanje parjenj, ki so odvisne od
vkljucˇitvene stopnje k, uporaba ovojev in konstrukcije razsˇirjenih obsegov v stolpih. V
tabeli 7.10.3 so krivulje, ki lahko izkoristijo obe tehniki. Vkljucˇitvene stopnje so oblike
k = 2a3b, a, b ∈ N0, saj ta izbira dovoljuje konstrukcijo razsˇirjenih obsegov v stolpih. Cˇe
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k ρ D Stopnja ovoja Konstr. / Razd.
3 1, 000 3 3 R 7.4.3
4 2, 000 1 4 K 7.7.5
6 2, 000 3 6 K 7.7.6
8 1, 500 1 4 K 7.7.11
9 1, 333 3 3 K 7.7.6
12 1, 000 3 6 K 7.7.9
16 1, 250 1 4 K 7.7.13
18 1, 333 3 6 K 7.7.14
24 1, 250 3 6 K 7.7.6
27 1, 111 3 3 K 7.7.6
32 1, 125 1 4 K 7.7.15
36 1, 167 3 6 K 7.7.16
48 1, 125 3 6 K 7.7.6
Tabela 7.10.3: Druzˇine krivulj z ucˇinkovito aritmetiko
je sˇtevilo k deljivo s 4, imajo krivulje z diskriminanto kompleksnega mnozˇenja D = 1
ovoj, ki se lahko uporabi za to, da racˇunamo nad obsegom Fqk/4 namesto nad Fqk . Cˇe je
k deljiva s 3, imajo krivulje z diskriminanto kompleksnega mnozˇenja D = 3 ovoj, ki se
lahko uporabi za racˇunanje nad obsegom Fqk/3 cˇe je k liho ali Fqk/6 cˇe je k sodo.
Za vsak k manjˇsi od 50, je v tabeli 7.10.3 seznam druzˇin krivulj z ovojem najviˇsjega
reda. Cˇe je mozˇnih vecˇ konstrukcij, izberemo tisto z najmanjˇso vrednostjo ρ. Primeri za
k = 3, 4, 6 so rezultat izreka 4.8.10, torej dejstva, da imajo krivulje z vkljucˇitveno stopnjo
k in ovojem stopnje k ali ρ ≥ 2 ali pa so supersingularne.
Poglavje 8
ZAKLJUCˇEK
V nalogi smo predstavili elipticˇne krivulje, pri cˇemer smo pot zacˇeli pri algebraicˇnih razno-
terostih. Opisali smo osnovne lastnosti elipticˇnih krivulj ter delitelje, ki so nam omogocˇili
vpeljati strukturo grupe tocˇk na elipticˇni krivulji, kar je kljucˇno za dobro razumevanje
parjenj. Predstavili smo osnovne primere parjenj, ki se v uporabljajo v praksi, ter mozˇne
nacˇine uporabe. Glavni del naloge je bil na enem mestu zbrati znane algoritme za kon-
strukcijo parjenjem prijaznih krivulj, ter raziskati kateri dejavniki vplivajo na varnost
in ucˇinkovito implementacijo. Tako je prispevek naloge poleg podrobnejˇse predstavitve
elipticˇnih krivulj in parjenj ter uporabe le-teh, dopolnjena taksonomija in zbrane naj-
novejˇse metode za konstrukcijo parjenjem prijaznih krivulj. Konstrukcije, ki so bile v
obstojecˇi literaturi podane brez dokazov smo dokazali. Na seznam priporocˇljivih krivulj
pa smo dodali konstrukcije za vkljucˇitvene stopnje k = 8, k = 16, k = 20 in k = 24,
Naloga vsebuje tudi konkretne primere parjenjem prijaznih krivulj.
Tematika naloge je danes zelo aktualna in dinamicˇna. Zˇal se parjenja velikokrat sma-
trajo kot cˇrne sˇkatle, saj povezujejo vecˇ podrocˇij matematike in zahtevajo predznanje
klasicˇne algebraicˇne geometrije, teorije sˇtevil, algebre, cˇe nasˇtejemo le nekatera.
Zaradi zahtevnosti so parjenja implementirana v manjˇsem obsegu, kot bi zaradi upo-
rabnosti lahko bila. S tem namenom smo v nalogi na elementaren nacˇin predstavili tudi
nekaj osnovno teorijo in naredili tudi korak proti vecˇjemu zaupanju v varnost.
Na samem podrocˇju je precej odprtih vprasˇanj. Na prvem mestu bi vsekakor izposta-
vili varnost supersingularnih krivulj, ki je v lucˇi najnovejˇsih rezultatov pri ucˇinkovitem
racˇunanju diskretnega logaritma v razsˇiritvah obsegov [1] vprasˇljiva. Mnogi avtorji zato
supersingularnih krivulj ne priporocˇajo vecˇ. Tako so parjenja tipa 1, to so simetricˇna
parjenja, v mnogih primerih oznacˇili kot neprimerna. Seveda se pojavi vprasˇanje, kaksˇne
varnostne zahteve bi morale veljati in kako bi to vplivalo na hitrost, da bi bile krivulje
sˇe vedno primerne. Drugo vprasˇanje pa je, kako v obstojecˇih protokolih zamenjati su-
persingularne krivulje za navadne. Navkljub vsemu igrajo supersingularne krivulje vlogo
v kriptosistemih, ki temeljijo na izogenijah in predstavljajo kljucˇen cˇlen v post-kvantni
kriptografiji. Druga zanimiva tematika, so nove konstrukcije krivulj za vnaprej dolocˇene
vkljucˇitvene stopnje. Pri trenutnih konstrukcijah smo omejeni predvsem z vrednostjo
diskriminante, ki je poglavitna pri kreiranju krivulj z metodo kompleksnega mnozˇenja;
posledicˇno se pojavi vprasˇanje, ali obstaja kaksˇna boljˇsa metoda za generiranje krivulj.
Poleg prakticˇnih odprtih vprasˇanj pa so odprta sˇe teoreticˇna, kot so: dokaz obstoja
homomorfizma iz Verheulovega izreka, parjenja na raznoterostih in krivuljah viˇsjega rodu,
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obstoj preslikav podobnim distorzijam na navadnih krivuljah in dokazljiva varnost brez
distorzij. Pomembna tema so tudi parjenja na krivuljah z vkljucˇitveno stopnjo enako 1,
ki se lahko klasificirajo z dugacˇnimi metodami [29]. Ne smemo zanemariti tudi parjenja
na krivuljah, kjer je red grupe tocˇk sestavljeno sˇtevilo, ali pa je le ta vsebovana v vecˇji
grupi, katere red je deljiv z majhnim prasˇtevilskim faktorjem [6].
Kot smo videli, je podrocˇje parjenj in iskanja posebnih krivulj odprto in zanimivo,
tako da lahko v prihodnje pricˇakujemo nove rezultate.
Dodatek A
ALGEBRAICˇNE STRUKTURE
V tem dodatku so predstavljene osnovne definicije in lastnosti iz teorije kvaternionov,
obsegov, sˇtevil, polinomov in valuacij, ki jih srecˇujemo skozi celotno delo. Dokaze izrekov
poleg drugih lastnosti in razlag najdemo v dodatnih referencah.
V nalogi privzemamo osnove teorije sˇtevil, kolobarjev in obsegov, ki so na voljo v [150].
Nanizali bomo le tiste, ki jih vseskozi uporabljamo.
A.1 Kvaternioni
Definicija A.1.1. AlgebraA nad obsegomQ je vektorski prostor ali modul nad obsegom
Q opremljen z notranjo operacijo ⊗ : A×A → A.Red O v algebri A nad Q je podkolobar
kolobarja A, ki je koncˇno generiran kot Z-modul in za katerega velja O ⊗Q = A.
Definicija A.1.2. Hamiltonovi kvaternioni so mnozˇica elementov oblike
H = {a+ bi+ cj + dk : a, b, c, d ∈ Q},
kjer velja i2 = j2 = k2 = −1 in ij = k = −ji.
Hamiltonovi kvaternioni sestavljajo nekomutativen kolobar, v katerem ima vsak nenicˇelni
element inverz.
Definicija A.1.3. Algebra kvaternionov je kolobar oblike
Q = {a+ bα + cβ + dαβ : a, b, c, d ∈ Q},
kjer so α2, β2 ∈ Q, α2 < 0, β2 < 0 in βα = −αβ.
Definicija A.1.4. Maksimalni red O v algebri kvaternionov Q je podkolobar Q, ki je
koncˇno generiran kot aditivna Abelova grupa in ima naslednjo lastnost: cˇe je R kolobar,
za katerega velja O ⊆ R ⊆ Q in je R koncˇno generiran kot aditivna Abelova grupa,
potem je O = R.
Kot primer maksimalnega reda si oglejmo Hamiltonove kvaternione. Podkolobar Z+
Zi+ Zj + Zk je koncˇno generirana aditivna Abelova grupa, ni pa maksimalni red, saj je
vsebovan v
O = Z+ Zi+ Zj + Z
1 + i+ j + k
2
.
Dejansko je tako definiran O kolobar in hkrati maksimalni red v H.
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A.2 Obsegi
Definicija A.2.1. Ideal I kolobarja R je praideal, cˇe velja ab ∈ I =⇒ a ∈ I ali b ∈ I.
Celostno polje je komutativen kolobar z enoto e ̸= 0, za katerega velja ab = 0 =⇒ a =
0 ali b = 0.
Definicija A.2.2. Obseg je komutativen kolobar, v katerem ima vsak nenicˇelni element
inverz. Najmanjˇsi obseg, ki vsebuje kolobar R, je obseg ulomkov kolobarja R sestavljen
iz ekvivlencˇnih razredov a
b
na naslednji nacˇin:
(a, b) ∼ (a′, b′)⇔ ab′ = a′b,
za a, a′ in nenicˇelna b, b′ iz kolobarja R. Karakteristika obsega K je najmanjˇse sˇtevilo
n ∈ N za katero velja n·1 = 0. Cˇe tako sˇtevilo ne obstaja, pravimo, da imaK karakteristiko
0. Praobseg je obseg, ki ne vsebuje nobenega netrvialnega podobsega.
A.2.1 Razsˇiritve
Definicija A.2.3. Obseg F je razsˇiritev obsega K, cˇe velja K ⊆ F. Oznacˇimo jo z F/K.
Naj bo F/K razsˇiritev obsega K. Cˇe obstaja tak element α ∈ F, da je F = K(α), potem
je α primitivni element.
Razsˇiritev F/K obsega K je algebraicˇna, cˇe je vsak element razsˇiritve algebraicˇen nad
K, tj. vsak element razsˇiritve je koren nenicˇelnega polinoma s koeficienti v K.
Razsˇiritev F/K je razpadni obseg polinoma p(x) ∈ K, cˇe se p(x) razcepi v linearne
faktorje v F/K.
Razsˇiritev F/K je normalna, cˇe se vsak nerazcepni polinom v K[x], ki ima korene v F,
razcepi v linearne faktorje v F.
Razsˇiritev F/K je algebraicˇno zaprtje obsega K, cˇe ima poljuben polinom iz K[X] vse
korene v obsegu F.
Razsˇiritev F/K lahko gledamo tudi kot vektorski prostor F nad obsegom K.
Definicija A.2.4. Stopnja razsˇiritve F/K oznacˇena z [F : K] je dimenzija vektorskega
prostora F nad obsegom K. Razsˇiritev F/K je koncˇna, cˇe je [F : K] koncˇna.
Izrek A.2.5. Vsaka koncˇna razsˇiritev F/K je algebraicˇna. 
Definicija A.2.6. Razsˇiritev F/K je separabilna, cˇe je za vsak a ∈ F njegov minimalni
polinom nad K separabilen, tj. ima same razlicˇne nicˇle. Algebraicˇna razsˇiritev F/K
je Galoisova, cˇe je normalna in separabilna. Galoisova grupa GalF/K je grupa vseh
avtomorfizmov σ obsega F/K, za katere velja, da je σ(k) = k za vsak k ∈ K.
Definicija A.2.7. Koncˇna razsˇiritev F/K obsega K s karakteristiko p je cˇisto nesepa-
rabilna (ang. purely inseparable), cˇe za vsak α ∈ F obstaja m > 0, da velja αpm ∈ K.
Definicija A.2.8. Obseg K je popolni obseg (ang. perfect field), cˇe velja katerakoli
izmed naslednjih lastnosti:
1. Vsak nerazcepen polinom nad obsegom K ima razlicˇne nicˇle;
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2. Vsak nerazcepen polinom nad obsegom K je separabilen;
3. Vsaka koncˇna razsˇiritev obsega K je separabilna;
4. Vsaka algebraicˇna razsˇiritev obsega K je seprabilna;
5. Obseg K ima karakteristiko enako 0, ali pa je v primeru, ko je karakteristika enaka
p > 0, vsak element obsega K p-ta potenca.
Izrek A.2.9.
1. Vsak obseg karakteristike 0 je separabilen.
2. Naj bo F/K koncˇna razsˇiritev separabilnega obsega K. Potem obstaja primitivni
element za razsˇiritev F/K.

Definicija A.2.10. Razsˇiritev obsega K je Abelova, cˇe je razsˇiritev Galoisova z Abelovo
Galoisovo grupo.
Koncˇni obseg je obseg, ki vsebujejo koncˇno elementov. Glavne lastnosti koncˇnih ob-
segov so zajete v naslednjem izreku.
Izrek A.2.11. Za vsako prasˇtevilo p in naravno sˇtevilo n obstaja koncˇni obseg s pn ele-
menti oznacˇen z Fpn . Vsak koncˇni obseg s pn elementi je izomorfen razpadnemu obsegu
polinoma xp
n −x nad obsegom Fp. Vsak koncˇni obseg je izomorfen natanko enemu obsegu
oblike Fpn . 
Ker so vsi koncˇni obsegi oblike Fpn za neko prasˇtevilo p in naravno sˇtevilo n, v nalogi
za oznacˇevanje koncˇnih obsegov uporabljamo oznako Fq, kjer je q potenca prasˇtevila.
Opazimo, da je Fp izomorfen Z/pZ v katerem racˇunamo po modulu p.
Definicija A.2.12. Naj bo F/K razsˇiritev obsega K in naj bo S ⊂ F . S je algebraicˇno
neodvisna mnozˇica nad obsegom K, cˇe za nobeno n-terico s1, . . . , sn ∈ S ne obstaja
nenicˇelni polinom f ∈ K[x1, . . . , xn] za katerega je f(s1, . . . , sn) = 0.
Izrek A.2.13. Za razsˇiritev F/K veljata naslednji trditvi:
1. Naj bo F algebraicˇen nad K(a1, . . . , an). Potem za algebraicˇno neodvisno mnozˇico
{bq, . . . , bm} velja m ≤ n.
2. Vsaka razsˇiritev F/K obsega K ima maksimalno algebraicˇno neodvisno mnozˇico.

Definicija A.2.14. Maksimalna algebraicˇno neodvisna mnozˇica S ⊂ F se imenuje tran-
scendentna baza za F/K. Transcendentna stopnja razsˇiritve F/K obsega K je
mocˇ transcendentne baze.
Na primer, transcendentna stopnja razsˇiritve Q(
√
2)/Q je enaka 0, kajti x2 − 2 ∈ Q[x].
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A.2.2 Sledi in norme
Definicija A.2.15. Naj bo α ∈ F = Fqm in naj bo K = Fq. Sled TrF/K(α) obsega K je
definirana kot
TrF/K(α) = α + α
q + · · ·+ αqm−1 .
Cˇe je obseg K podobseg obsega F in je hkrati praobseg (nima nobenega netrivialnega
podobsega), potem sled TrF/K(α) imenujemo tudi absolutna sled elementa α in jo
oznacˇimo kot TrF (α).
Definicija A.2.16. Naj bo α ∈ F = Fqm in K = Fq. Norma NF/K(α) elementa α nad
obsegom K je definirana kot:
NF/K(α) = α · αq · · · · · αqm−1 = α(qm−1)/(q−1).
A.2.3 Sˇtevilski obsegi
Posebni primeri razsˇiritev so sˇtevilski obsegi. Vecˇ o sˇtevilskih obsegih je na voljo v
[79, 154]. Tu bomo predstavili osnove potrebne za razumevanje tematike v nalogi.
Definicija A.2.17. Sˇtevilski obseg K je koncˇna razsˇiritev obsega Q. Stopnja razsˇiritve
[K : Q] imenujemo tudi stopnja obsega K.
Posebna primera sˇtevilskih obsegov sta kvadratni obseg (ang. quadratic field) in ci-
klotomicˇni obseg (ang. cyclotomic field), ki si ju bomo v nadaljevanju tudi ogledali. Pred
tem pa bomo navedli sˇe nekaj osnovnih definicij in lastnosti sˇtevilskih obsegov.
Definicija A.2.18. Algebraicˇno celo sˇtevilo v sˇtevilskem obsegu K je element α ∈ K,
ki je koren monicˇnega polinoma s koeficienti v Z.
Cˇe je K sˇtevilski obseg stopnje n in α ∈ K, potem obstaja linearna kombinacija
{1, α, α2, . . . , αn}, saj je K n-dimenzionalen vektorski prostor nad Q. Povedano drugacˇe,
obstaja tak polinom f(X) ∈ Q[X], da je f(α) = 0. Elementu α pravimo algebraicˇno
sˇtevilo.
Definicija A.2.19. Minimalni polinom f algebraicˇnega sˇtevila α je monicˇni polinom
v Q[X] najmanjˇse stopnje, za katerega velja f(α) = 0.
Trditev A.2.20.
1. Minimalni polinom elementa α ∈ K ima celosˇtevilske koeficiente natanko tedaj, ko
je α algebraicˇno celo sˇtevilo.
2. Mnozˇica algebraicˇnih celih sˇtevil obsega Q je enaka Z.

Definicija A.2.21. Mnozˇico algebraicˇnih celih sˇtevil sˇtevilskega obsega K oznacˇimo z
OK in jo imenujemo kolobar celih sˇtevil obsega K.
Izrek A.2.22. Naj bo K sˇtevilski obseg in α ∈ K. Naslednji dve trditvi sta ekvivalentni:
1. α je algebraicˇno celo sˇtevilo;
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2. Abelova grupa Z[α] = {a+ bα, a, b ∈ Z} je koncˇno generirana.

Trditev A.2.23.
1. Cˇe je K sˇtevilski obseg, potem je OK kolobar.
2. Naj K sˇtevilski obseg s kolobarjem OK . Potem je Q ·OK = K.
3. Naj bo K sˇtevilski obseg in K algebraicˇno zaprtje. Nerazcepen polinom v K[X] ne
more imeti vecˇkratne nicˇle v K.
4. Naj bo K sˇtevilski obseg in L koncˇna razsˇiritev obsega K stopnje n. Potem obstaja
natanko n razlicˇnih monomorfizmov iz L v algebraicˇno zaprtje K.
5. Sˇtevilski obseg K stopnje n nad Q ima n vkljucˇitev v C.

Pomembno orodje v teoriji sˇtevilskih obsegov je teorija ramifikacije (ang. ramification
theory). Podrobnosti in lastnosti pa so na voljo v [114, poglavje 3].
Definicija A.2.24. Naj bo p ∈ Z prasˇtevilo in O kolobar celih sˇtevil. Ideal pO se razcepi
v produkt praidealov pO = ℘
e℘1
1 · · ·℘e℘gg . [114, poglavje 2]. Cˇe je ℘ praideal, ki vsebuje p,
je indeks ramifikacije ideala ℘ enak eksponentu e℘ pri ℘ v razcepu pO. Pravimo, da je
p ramificiran, cˇe je e℘i > 1 za nek i. V primeru pO = ℘1 · · ·℘g pa je p neramificiran.
Definicija A.2.25. Naj bo O kolobar celih sˇtevil, p prasˇtevilo in f minimalni polinom
elementa θ, za katerega velja O = Z[θ]. Pravimo, da p ostane prasˇtevilo (ang. inert
prime), cˇe je pO praideal. V tem primeru imajo parametri iz zgornje definicije vrednosti
g = 1, e = 1 in f = n. Pravimo, da je p popolnoma ramificiran, cˇe je g = 1, e = 1 in
f = 1.
A.2.4 Hilbertovi obsegi razredov
Definicija A.2.26. Grupa razredov (ang. Class group) CL sˇtevilskega obsega K je
definirana kot
CL(OK) = I(OK)/P (OK),
kjer je I(OK) mnozˇica nenicˇelnih idealov kolobarja celih sˇtevil OK v K, P (OK) pa je
mnozˇica glavnih idealov OK .
Definicija A.2.27. Razsˇiritev F/K je neramificirana, cˇe noben element obsega K ni
ramificiran v razsˇiritvi. Hilbertov obseg razredov (ang. Hilbert class field) H/K je
maksimalna neramificirana Abelova razsˇiritev obsega K.
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A.2.5 Kvadratni obsegi
Definicija A.2.28. Kvadratni obseg K je razsˇiritev obsega Q stopnje 2.
Kvadratni obsegi so sˇtevilski obsegi in glavni primeri kvadratnih obsegov so razsˇiritve
oblike Q(
√
d), kjer d ∈ Q ni kvadrat kakega drugega elementa iz Q. Take razsˇiritve lahko
definiramo tudi kotQ(
√
d) = Q[X]/(x2−d).Ker d ni kvadrat, je polinom x2−d nerazcepen
nad Q in posledicˇno je Q(
√
d) res obseg. Obseg Q(
√
d) lahko predstavimo kot podobseg
v C in sicer preko injektivne preslikave Q[X]/(x2−d)→ C. Kot smo omenili v A.2.23 sta
taki vlozˇitvi natanko 2 in sicer σ1 : a+ bx ↦→ a+ b
√
d in σ2 : a+ bx ↦→ a− b
√
d. Izkazˇe
se, da so vsi kvadratni obsegi zgornje oblike, kar nam pove naslednji izrek.
Izrek A.2.29. Naj bo K sˇtevilski obseg stopnje 2. Potem je K izomorfen obsegu Q(
√
d)
za nek 1 ̸= d ∈ Z prost kvadratov. 
Kot smo videli zgoraj, so kvadratni obsegi oblike Q(
√
d), kjer je d celo sˇtevilo prosto
kvadratov. Posebni primeri kvadratnih obsegov so imaginarni kvadratni obsegi.
Definicija A.2.30. Naj bo K = Q(
√−d), kjer je d > 0 celo sˇtevilo prosto kvadratov.
Tak kvadratni obseg K imenujemo imaginarni kvadratni obseg.
Kolobar algebraicˇnih celih sˇtevil OK ima v takih primerih naslednjo obliko:
OK =
⎧⎨⎩Z
[
1−√−d
2
]
, cˇe je d ≡ 3 (mod 4);
Z[
√−d], cˇe je d ≡ 1, 2 (mod 4);
(A.1)
kjer je Z[δ] = {a+ bδ, a, b ∈ Z}.
Definicija A.2.31. Red (ang. order) v imaginarnem kvadratnem obsegu K je kolobar
R z lastnostma Z ⊂ R ⊆ OK in Z ̸= R.
Trditev A.2.32. Red v imaginarnem kvadratnem obsegu K = Q(
√−d) je koncˇno gene-
rirana Abelova grupa in ima obliko R = Z + Zfδ, kjer je f ∈ N in δ = (1 + √−d)/2
oziroma δ =
√−d glede na zgornjo obliko OK . 
Definicija A.2.33. Prevodnik f reda R je indeks reda R v OK . Diskriminanta reda
R pa je
DR =
{
−f 2d, cˇe je d ≡ 3 (mod 4);
−4f 2d, cˇe je d ≡ 1, 2 (mod 4). (A.2)
Tako definirana diskriminanta DR je diskriminanta kvadratnega polinoma, katerega
koren je fδ. Analogno za algebraicˇno sˇtevilo β v C obstaja tako celo sˇtevilo u ̸= 0, da je
uβ algebraicˇno celo sˇtevilo.
Pomembno orodje v teoriji kvadratnih obsegov so tudi binarne kvadratne forme. Tu
bomo navedli samo potrebne definicije za razumevanje kompleksnega mnozˇenja v nalogi,
ostalo je na voljo v [112].
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Definicija A.2.34. Celosˇtevilska kvadratna forma v dveh spremenljivkah je f(x, y) =
ax2 + bxy + cy2, kjer so a, b, c ∈ Z. Kvadratna forma je primitivna, cˇe so si a, b, c med
seboj tuji. Diskriminanta kvadratne forme je D = b2−4ac. Cˇe je D < 0 je kvadratna
forma definitna, drugacˇe je nedefinitna. Celo sˇtevilo m predstavlja kvadratno formo,
cˇe ima enacˇba f(x, y) = m celosˇtevilsko resˇitev. Cˇe je m pozitivno, pravimo da je forma
pozitivna. Binarna kvadratna forma je reducirana, cˇe velja naslednje:
1. Cˇe je diskriminanta D negativna, je forma reducirana v primeru |b| ≤ a ≤ c;
2. Cˇe je diskriminanta D pozitivna, je forma reducirana v primeru
√
D − 2|c| < b <√
D.
Sˇtevilo razredov hD reda kvadratnega obsega z diskriminanto D < 0 je enako sˇtevilu
reduciranih binarnih kvadratnih form z diskriminanto enako D.
Definicija A.2.35. Diskriminanta kompleksnega sˇtevila τ je diskriminanta −D
primitivne pozitivno definitne kvadratne forme Q(x, y) z lastnostjo Q(τ, 1) = 0.
Naslednja struktura je pomembna v teoriji sˇtevil in algebraicˇni geometriji, mi bomo
navedli zgolj definicijo.
Definicija A.2.36. [13]. Naj bo R red v imaginarnem kvadratnem obsegu Q(
√
D)
z diskriminanto D < 0. Potem je j-invarianta elipticˇne krivulje E/R algebraicˇno celo
sˇtevilo. Minimalni polinom inavariante j imenujemo Hilbertov razredni polinom in
ga oznacˇimo z HD(x) ∈ Z[x].
Hilbertov razredni polinom HD za diskriminanto D < 0 je mozˇno zapisati tudi kot
HD(x) =
∏
α(x− j(α)), kjer α tecˇe po kompleksnih sˇtevilih
α =
−b+√D
2a
,
za katere je ax2 + bxy + cy2 primitivna reducirana pozitivno definitna kvadratna forma z
diskriminanto D, in j(α) funkcija definirana v (4.16) na strani 58.
A.2.6 Koreni enot, ciklotomicˇni polinomi in obsegi
V tem razdelek si bomo ogledali razpadni obseg polinoma xn− 1 nad poljubnim obsegom
K za poljuben n ∈ N. Hkrati bomo podali generalizirano definicijo korena enote.
Definicija A.2.37. Naj bo n naravno sˇtevilo. Razpadni obseg polinoma xn − 1 nad
obsegom K imenujemo n-ti ciklotomicˇni obseg nad K in ga oznacˇimo s K(n). Korene
polinoma xn − 1 v K(n) imenujemo n-ti koreni enote nad K. Mnozˇico vseh takih
korenov oznacˇimo z µn.
Lema A.2.38. Cˇe sta n in m naravni sˇtevili in n deli m, potem je K(n) ⊆ K(m). 
Poseben primer definicije A.2.37 je v primeru K = Q. V tem primeru je K(n) podobseg
obsega kompleksnih sˇtevil in n-ti koreni enote so tocˇke enakostranicˇnega n-kotnika na
enotski krozˇnici z ogliˇscˇem v 1.
Za nasˇe namene bodo najpomembnejˇsi koncˇni obsegi, vendar pa za osnovne lastnosti
korenov enot ta predpostavka ni potrebna. Struktura µn je dolocˇena z z razmerjem med
n in karakteristiko obsega p.
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Izrek A.2.39. Naj bo n naravno sˇtevilo in K obseg s karakteristiko p. Velja:
1. Cˇe p ne deli n, potem je µn ciklicˇna grupa reda n glede na mnozˇenje v obsegu K
(n).
2. Naj bo n, n = mpe, kjer je m naravno sˇtevilo in e in m nista deljiva s p. Potem
velja K(n) = K(m), µn = µm in koreni x
n − 1 v K(n) predstavljajo m elementov v
µm, vsakega z vecˇkratnostjo p
e.

Definicija A.2.40. Naj bo K obseg s karakteristiko p in n naravno sˇtevilo, ki ne deli p.
Generator ciklicˇne grupe µn imenujemo primitivni n-ti koren enote nad obsegom K.
Lema A.2.41. Naj ζn oznacˇuje primitivni n-ti koren enote in Q(ζn) obseg Q razsˇirjen z
ζn. Veljajo naslednje trditve.
1. Za vsako sˇtevilo N ∈ Z obstaja tako naravno sˇtevilo n, da je √N ∈ Q(ζn).
2. Cˇe je p prasˇtevilo in p ≡ 1 (mod 4), potem velja √p ∈ Q(ζp).
3. Cˇe je p prasˇtevilo in p ≡ 3 (mod 4), potem velja √−p ∈ Q(ζp).

Ker je µn koncˇna ciklicˇna grupa reda n, vsebuje ϕ(n) razlicˇnih generatorjev, kjer je
ϕ(n) Eulerjeva funkcija, ki oznacˇuje sˇtevilo naravnih sˇtevil m, ki so tuja k n in m ≤ n
[93, izrek 1.15]. To pomeni, da je natanko ϕ(n) razlicˇnih primitivnih n-tih korenov enote
v obsegu K. Cˇe je ζ primitivni koren enote, potem so vsi ostali oblike ζs, kjer je s tuj
k n in 1 ≤ s ≤ n. Polinomi, katerih koreni so n-ti koreni enote, bodo za nas sˇe posebej
zanimivi.
Definicija A.2.42. Naj bo K obseg karakteristike p, n naravno sˇtevilo sˇtevilo, ki ni
deljivo s p in ζ primitivni n-ti koren enote nad K. Polinomu
Φn(x) =
n∏
s=1
gcd(s,n)=1
(x− ζs)
pravimo n-ti ciklotomicˇni polinom nad obsegom K.
Polinom Φn(x) je neodvisen od izbire primitivnega korena enote ζ. Stopnja polinoma
Φn(x) je ϕ(n), koeficienti pa so elementi n-tega ciklotomicˇnega obsega nad K. V nada-
ljevanju bomo s
∏
d|n oznacˇili produkt po vseh pozitivnih deliteljih d naravnega sˇtevila n
vkljucˇno z 1 in n.
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Izrek A.2.43. Za obseg K karakteristike p in naravno sˇtevilo n, ki ni deljivo s p velja:
1. xn − 1 =∏d|nΦd(x);
2. Koeficienti polinoma Φn(x) so elementi Z v primeru, da je pra-podobseg obsega K
enak obsegu racionalnih sˇtevil. V nasprotnem primeru so koeficienti Φn(x) iz pra-
podobsega v K.

Primer. Naj bo r prasˇtevilo in k ∈ N. Potem je
Φrk(x) = 1 + x
rk−1 + x2r
k−1
+ · · ·+ x(r−1)rk−1 ,
ker je po zgornjem izreku
Φrk(x) =
xr
k − 1
Φ1(x)Φr(x) · · ·Φrk−1(x)
=
xr
k − 1
xrk−1 − 1 .
Cˇe je k = 1 je Φr(x) = 1 + x+ x
2 + · · ·+ xr−1. •
Definirajmo Moebiusovo funkcijo µ(n) na N kot
µ(n) =
⎧⎪⎨⎪⎩
1, cˇe n=1;
(−1)k, cˇe je n produkt k razlicˇnih prasˇtevil;
0, cˇe je n deljiv s kvadratom prasˇtevila.
Izrek A.2.44. Naj bo K obseg karakteristike p in n ∈ N, ki ni deljivo s p. Potem n-ti
ciklotomicˇni polinom Φn nad K zadosˇcˇa naslednji enakosti:
Φn(x) =
∏
d|n
(xd − 1)µ(n/d) =
∏
d|n
(xn/d − 1)µ(d).

Primer. Naj bo K obseg, nad katerim je definiran Φ12. Velja:
Φ12(x) =
∏
d|12
(x12/d − 1)µ(d)
= (x12 − 1)µ(1)(x6 − 1)µ(2)(x4 − 1)µ(3)·
(x3 − 1)µ(4)(x2 − 1)µ(6)(x− 1)µ(12)
= (x
12−1)(x2−1)
(x6−1)(x4−1)
= x4 − x2 + 1.
•
V nadaljevanju si bomo ogledali nekaj koristnih lastnosti ciklotomicˇnih obsegov.
Izrek A.2.45. Ciklotomicˇni obseg K(n) je enostavna algebraicˇna razsˇiritev obsega K. V
posebnem velja:
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1. Cˇe je K = Q, je ciklotomicˇni polinom Φn nerazcepen nad K in [K(n) : K] = ϕ(n);
2. Za K = Fq in q tuj k n definirajmo d ∈ N kot najmanjˇse sˇtevilo z lastnostjo qd ≡ 1
(mod n). Potem Φn faktorizira v ϕ(n)/d razlicˇnih monicˇnih nerazcepnih polinomov
v K[x] stopnje d. K(n) je razpadni obseg vsakega od teh nerazcepnih polinomov nad
K in [K(n) : K] = d.

Primer. Naj bo K = F11 in naj bo Φ12(x) = x4 − x2 + 1 ∈ F11[x]. Po zgornjem izreku je
d = 2 in Φ12(x) faktorizira v Φ12(x) = (x
2 + 5x + 1)(x2 − 5x + 1), kjer sta oba faktorja
nerazcepna v F11[x]. Ciklotomicˇni obseg K
(12) je enak F121. •
Izrek A.2.46. Koncˇni obseg Fq je (q− 1)-ciklotomicˇni obseg nad katerimkoli od njegovih
podobsegov. 
Ker je F∗q multiplikativna ciklicˇna grupa reda q − 1, za vsako pozitivno sˇtevilo n, ki
deli q − 1, obstaja ciklicˇna podgrupa {1, α, · · ·αn−1} grupe F∗q reda n. Vsi elementi te
podgrupe so n-ti koreni enote nad poljubnim podobsegom obsega Fq in generator α je
primitivni n-ti koren enote nad poljubnim podobsegom obsega Fq.
Lema A.2.47. Naj bosta d in n naravni sˇtevili. Cˇe d deli n in je n tuj k karakteristiki
obsega, potem Φn(x) deli (x
n − 1)/(xd − 1). 
A.3 Rezultante in diskriminante polinomov
V tem razdelku bomo predstavili rezultante in diskriminant polinomov, ki jih potrebujemo
v nalogi. Vecˇ o tem je na voljo v [85].
Definicija A.3.1. Rezultanta Res(f, g) polinomov f in g stopnje n in m je definirana
kot
Res(f, g) = am0 b
n
0
∏
i,j
(αi − βj),
kjer so αi koreni polinoma f(x) = a0x
n + · · · + an in βi koreni polinoma g(x) = b0xm +
· · ·+ bm.
Definicija A.3.2. Diskriminanta Disc(f) polinoma f(x) = a0x
n+ · · ·+an je definirana
kot
Disc(f) = a2n−20 (−1)n(n−1)/2
∏
i ̸=j
(αi − αj)
= a2n−20
∏
i<j
(αi − αj)2.
Naslednje trditve opisujejo lastnosti polinomov, ki jih je mozˇno dokazati s pomocˇjo
rezultant in diskriminant [93]
Lema A.3.3. Naj bo L = Q(θ) sˇtevilski obseg in naj bo f(x) minimalni polinom θ. Potem
je za vsak α ∈ L polinom f(αx2) nerazcepen natanko tedaj, ko αθ ni kvadrat v obsegu L.

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Trditev A.3.4. Naj bo f(x) =
∑d
i=0 aix
i ∈ Z[x] nerazcepen in naj bo α celo sˇtevilo brez
kvadratov, ki ne deli a0ad ·Disc(f). Potem je f(αx2) nerazcepen. 
Posledica A.3.5. Naj bo k ∈ N in α celo sˇtevilo brez kvadratov z lastnostjo α - k. Potem
je Φk(αx
2) nerazcepen.
A.4 Valuacije
Pri valuacijah in valuacijski kolobarjih se bomo omejili zgolj na osnovne lastnosti in defi-
nicije, povzete po [139].
Definicija A.4.1. Naj bo K(V ) obseg racionalnih funkcij raznoterosti V in naj bo O ⊂
K(V ) kolobar z naslednjima lastnostma:
1. K $ O $ K(V );
2. Za vsak f ∈ K(V ) velja f ∈ O ali f−1 ∈ O.
Kolobar O imenujemo valuacijski kolobar.
Izrek A.4.2. Naj bo O valuacijski kolobar obsega funkcij K(V ). Velja naslednje:
1. O je lokalni kolobar; tj., vsebuje en sam maksimalni ideal P = O \ O×, kjer je
O× = {z ∈ O : ∃w ∈ O, wz = 1} grupa enot kolobarja O;
2. Naj bo f ∈ K(V ) nenicˇelna funkcija. Potem je f ∈ P natanko tedaj, ko je f−1 /∈ O;
3. Za podobseg konstant E v K(V ) velja E ⊆ O in E ∩ P = {0}.

Izrek A.4.3. Za valuacijski kolobar O obsega funkcij K(V ) z maksimalnim idealom P
velja:
1. P je glavni ideal;
2. Cˇe je P = tO, potem ima vsak 0 ̸= f ∈ K(V ) obliko f = tnu za nek n ∈ Z in
u ∈ O×;
3. O je celostno polje, v katerem je vsak ideal glavni.

Definicija A.4.4. Kolobar, ki ima lastnosti iz izreka A.4.3, imenujemo diskretni valu-
acijski kolobar.
Definicija A.4.5. Diskretna valuacija obsega racionalnih funkcij K(V ) je funkcija
v : K(V )→ Z ∪ {∞} z naslednjimi lastnostmi:
1. v(f) =∞⇔ f = 0;
2. v(fg) = v(f) + v(g), ∀f, g ∈ K(V );
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3. v(f + g) ≥ min{v(f), v(g)}, ∀f, g ∈ K(V );
4. Obstaja element f ∈ K(V ), za katerega je v(f) = 1;
5. v(α) = 0, ∀α ∈ K, α ̸= 0.
Za ∞, ki ni element v Z, veljajo naslednje lastnosti: ∞ +∞ =∞ + n = n +∞ =∞ in
∞ > m za vsak m ∈ Z.
V trditvi 3.2.1 obravnavamo lokalni kolobar raznoterosti v dani tocˇki, ki je najpo-
membnejˇsi primer diskretnega valuacijskega kolobarja v algebraicˇni geometriji. Red tocˇke
v definiciji 3.2.3 pa je primer diskretne valuacije.
Dodatek B
PRIMERI KRIVULJ
V tem dodatku bomo predstavili nekaj konkretnih primeov krivulj, ki so generirane s
pomocˇjo algoritmov opisanih v poglavju 7. Pri tem bo poudarek na krivuljah, ki so tudi
dejansko implementirane v kaksˇni od prosto dostopnih knjizˇnic.
B.1 MNT krivulje
Druzˇine, ki so jih izracˇunali Miyaji, Nakabayashi in Takano [107] so v tabeli B.1.1.
k q(x) t(x) r(x)
3 12x2 − 1 −1± 6x 12x2 ± 6x+ 1
4 x2 + x+ 1 −x, x+ 1 x2 + 2x+ 2, x2 + 1
6 4x2 + 1 1± 2x 4x2 ± 2x+ 1
Tabela B.1.1: MNT druzˇine krivulj
Primer.
Primeri MNT krivulj za k = 6 [116]:
• 160 bitna krivulja nad obsegom Fq, kjer je
q = 8C72D321E48AA1419B22F914CB43C112B76D7AE5.
Enacˇba krivulje:
E : y2 = x3 − 3x+ b,
kjer je
b = 299CE219B7B01348FC2B5007B6AB1EE1005676F7.
Red grupe je
8C72D321E48AA1419B23B6B2E4A85A073822640F.
• 256 bitna krivulja nad obsegom Fq, kjer je
q = F6529C2A424A6332B1D5054E2F7B68AA
EE7EF91874DD140C6919AF9B719ED905.
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Enacˇba krivulje:
E : y2 = x3 − 3x+ b,
kjer je
b = 6E974D68EF44F266AE3DD5D1F97C497C
1D5452D1B074A6C06A25D4E5819CCD1C.
Red grupe je
F6529C2A424A6332B1D5054E2F7B68AB
E99C585A8419AE9FB45C620E5EF666C3
• 307 bitna krivulja nad obsegom Fq, kjer je
q = 05F9732C02629855B99FD12895E6BDBE0BB706E
FA108E0C07AF66AAD00EB1F0F5989C33BD1C4E5.
Enacˇba krivulje:
E : y2 = x3 − 3x+ b,
kjer je
b = 05607CD7395B5F49C34A289E4072C37A56601B6
9C8F64F6BA3F827C87DEE8279BC2E640F16C279.
Red grupe je
05F9732C02629855B99FD12895E6BDBE0BB706E
D2F4DC3D3182475E37D3C9FA61B41FD46D6868F.
•
B.2 GMT krivulje
Druzˇine krivulj, ki so jih karakterizirali Galbraith, McKee in Valenc¸a [55]. Pri tem je
potrebno uposˇtevati, da je hr(x) = q(x) + 1− t(x).
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h k q(x) t(x) k q(x) t(x) k q(x) t(x)
2 3
8x2 + 2x+ 1
56x2 + 6x− 1
56x2 + 22x+ 1
−2x
−14x− 2
−14x− 4
4 8x2 + 6x+ 3 −2x 6 8x
2 + 2x+ 3
24x2 + 6x+ 1
2x+ 2
−6x
3 3 12x2 + 8x+ 3 2x+ 1 4
12x2 + 2x+ 3
12x2 + 10x+ 5
60x2 + 14x+ 1
60x2 + 26x+ 3
60x2 + 34x+ 5
60x2 + 46x+ 9
2x+ 1
−2x
−10x− 1
−10x− 2
10x+ 3
10x+ 4
6
12x2 + 4x+ 3
84x2 + 16x+ 1
84x2 + 128x+ 49
−2x+ 1
−14x− 1
14x+ 11
4 3
16x2 + 6x+ 3
48x2 + 30x+ 5
112x2 + 26x+ 1
112x2 + 58x+ 7
−2x
6x+ 2
−14x− 2
−14x− 4
4
16x2 + 14x+ 7
80x2 + 38x+ 5
80x2 + 58x+ 11
208x2 + 54x+ 3
208x2 + 106x+ 13
−2x
−10x− 2
10x+ 4
−26x− 4
26x+ 6
6
16x2 + 10x+ 5
112x2 + 54x+ 7
112x2 + 86x+ 17
208x2 + 30x+ 1
208x2 + 126x+ 19
2x+ 2
14x+ 4
14x+ 6
−26x− 2
−26x− 8
5 3
20x2 + 12x+ 5
140x2 + 64x+ 7
140x2 + 104x+ 19
260x2 + 44x+ 1
260x2 + 164x+ 25
380x2 + 112x+ 7
380x2 + 192x+ 23
2x+ 1
14x+ 3
14x+ 5
−26x− 3
−26x− 9
−38x− 7
−38x− 11
4
20x2 + 2x+ 5
20x2 + 18x+ 9
260x2 + 74x+ 5
260x2 + 126x+ 15
260x2 + 134x+ 17
260x2 + 186x+ 33
340x2 + 46x+ 1
340x2 + 114x+ 9
340x2 + 226x+ 37
340x2 + 294x+ 63
2x+ 1
−2x
−26x− 4
26x+ 6
−26x− 7
26x+ 9
−34x− 3
34x+ 5
−34x− 12
34x+ 14
6
20x2 + 8x+ 5
60x2 + 36x+ 7
140x2 + 36x+ 3
140x2 + 76x+ 11
260x2 + 96x+ 9
260x2 + 216x+ 45
380x2 + 188x+ 23
380x2 + 268x+ 47
−2x+ 1
6x+ 3
−14x− 1
−14x− 3
26x+ 5
26x+ 11
38x+ 9
38x+ 13
Tabela B.2.1: GMT druzˇine krivulj
Primer.
Primeri GMT krivulj za k = 6 in h = 2 [116]:
• 192 bitna krivulja nad obsegom Fq, kjer je
q = BF52ED99D5808F126790D7DC18D901B076429F3A2FA78F65.
Enacˇba krivulje:
E : y2 = x3 − 3x+ b,
kjer je
b = 7EEAFAF4178E7349192E71FA4EB40C681A11A9B5B4F2C0C9.
Red grupe je
5FA976CCEAC0478933C86BEE93F2F8C16A54AE0A732FF4B5.
• 222 bitna krivulja nad obsegom Fq, kjer je
q = 20DF589D615A00DE349A7B4179B6BA507C693FF8ECC83614A610AAC3.
Enacˇba krivulje:
E : y2 = x3 − 3x+ b,
kjer je
b = 0F99D400C2C7DED3542EAA3662E551B389489A8D38C69EE1A818753F.
Red grupe je
106FAC4EB0AD006F1A4D3DA0BCDB24FB28F7F39C248E644D4FD14077.
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•
B.3 LMT krivulje
Druzˇine krivulj, ki so jih s pomocˇjo algoritma 7.6.1 generirali Le, Mrabet in Tan [88].
h k q(x) r(x) t(x) k q(x) r(x) t(x) k q(x) r(x) t(x)
1 3 3x2 − 1 3x2 + 3x+ 1 −3x− 1 4 x2 + x+ 1 x2 + 2x+ 1 −x 6 x2 + 1 x2 + x+ 1 −x+ 1
2 3
2x2 + x+ 1
14x2 + 3x− 1
14x2 + 17x+ 4
x2 + x+ 1
7x2 + 5x+ 1
7x2 + 5x+ 1
−x
−7x− 2
7x+ 3
4 4x2 + 2x+ 1 2x2 + 2x+ 1 −2x 6 2x
2 + x+ 2
6x2 + 3x+ 1
x2 + x+ 1
3x2 + 3x+ 1
−x+ 1
−3x
3 3 3x2 + 2x+ 2 x2 + x+ 1 −x 4
3x2 + 5x+ 5
15x2 + 7x+ 1
15x2 + 13x+ 3
x2 + 2x+ 2
5x2 + 4x+ 1
5x2 + 6x+ 2
−x
−5x− 1
−5x− 2
6
3x2 + 2x+ 3
9x2 + 6x+ 2
21x2 + 8x+ 1
21x2 + 22x+ 6
x2 + x+ 1
3x2 + 3x+ 1
7x2 + 5x+ 1
7x2 + 5x+ 1
−x+ 1
3x
−7x− 1
7x+ 4
4 3
4x2 + 3x+ 3
12x2 + 9x+ 2
28x2 + 13x+ 1
28x2 + 27x+ 6
x2 + x+ 1
3x2 + 3x+ 1
7x2 + 5x+ 1
7x2 + 5x+ 1
−x
−3x− 1
−7x− 2
7x+ 3
4 8x2 + 6x+ 3 2x2 + 2x+ 1 −2x 6
4x2 + 3x+ 4
28x2 + 13x+ 2
28x2 + 27x+ 7
52x2 + 15x+ 1
52x2 + 41x+ 8
x2 + x+ 1
7x2 + 5x+ 1
7x2 + 5x+ 1
13x2 + 7x+ 1
13x2 + 7x+ 1
−x+ 1
−7x− 1
7x+ 4
−13x− 2
13x+ 5
5 3
5x2 + 4x+ 4
35x2 + 18x+ 2
35x2 + 32x+ 7
65x2 + 22x+ 1
65x2 + 48x+ 8
95x2 + 56x+ 7
95x2 + 94x+ 22
x2 + x+ 1
7x2 + 5x+ 1
7x2 + 5x+ 1
13x2 + 7x+ 1
13x2 + 7x+ 1
19x2 + 15x+ 3
19x2 + 15x+ 3
−x
−7x− 2
7x+ 3
−13x− 3
13x+ 4
−19x− 7
19x+ 8
4
5x2 + 9x+ 9
25x2 + 15x+ 3
25x2 + 25x+ 7
65x2 + 37x+ 5
65x2 + 63x+ 15
85x2 + 23x+ 1
85x2 + 57x+ 9
x2 + 2x+ 2
5x2 + 4x+ 1
5x2 + 6x+ 2
13x2 + 10x+ 2
13x2 + 10x+ 2
17x2 + 8x+ 1
17x2 + 8x+ 1
−x
−5x− 1
−5x− 2
−13x− 4
13x+ 6
−17x− 3
17x+ 5
6
5x2 + 4x+ 5
15x2 + 12x+ 4
35x2 + 18x+ 3
35x2 + 32x+ 8
65x2 + 22x+ 2
65x2 + 48x+ 9
95x2 + 56x+ 8
95x2 + 94x+ 23
x2 + x+ 1
3x2 + 3x+ 1
7x2 + 5x+ 1
7x2 + 5x+ 1
13x2 + 7x+ 1
13x2 + 7x+ 1
19x2 + 5x+ 3
19x2 + 5x+ 3
−x+ 1
−3x
−7x− 1
7x+ 4
−13x− 2
13x+ 5
−19x− 6
19x+ 9
6 3
6x2 + 5x+ 5
18x2 + 15x+ 4
78x2 + 29x+ 2
78x2 + 55x+ 9
114x2 + 71x+ 10
114x2 + 109x+ 25
126x2 + 33x+ 1
126x2 + 75x+ 10
x2 + x+ 1
3x2 + 3x+ 1
13x2 + 7x+ 1
13x2 + 7x+ 1
19x2 + 15x+ 3
19x2 + 15x+ 3
21x2 + 9x+ 1
21x2 + 9x+ 1
−x
−3x− 1
−13x− 3
13x+ 4
−19x− 7
19x+ 8
−21x− 4
21x+ 5
4
12x2 + 10x+ 5
60x2 + 26x+ 3
60x2 + 46x+ 9
102x2 + 32x+ 2
102x2 + 65x+ 10
2x2 + 2x+ 1
10x2 + 6x+ 1
10x2 + 6x+ 1
17x2 + 8x+ 1
17x2 + 8x+ 1
−2x
−10x− 2
10x+ 4
−17x− 3
17x+ 5
6
6x2 + 5x+ 6
18x2 + 15x+ 5
42x2 + 23x+ 4
42x2 + 37x+ 9
78x2 + 29x+ 3
78x2 + 55x+ 10
x2 + x+ 1
3x2 + 3x+ 1
7x2 + 5x+ 1
7x2 + 5x+ 1
13x2 + 7x+ 1
13x2 + 7x+ 1
−x− 1
−3x
−7x− 1
7x+ 4
−13x− 2
13x+ 5
Tabela B.3.1: LMT druzˇine krivulj
B.4 BN krivulje
Vse krivulje so konstruirane v [11] na podlagi konstrukcije 7.7.9 in imajo obliko
E : y2 = x3 + 3,
z redom enakim n in Frobeniusov sledjo enako t. V vseh primerih je q prasˇtevilo in
q ≡ 3 (mod ) in q ≡ 4 (mod 9). Primer 256 bitne krivulje je implementiran tudi v prosto
dostopnih knjizˇnicah [159, 160].
• 160 bitna krivulja z naslednjimi vrednostmi za q, n in t:
q = 1461501624496790265145448589920785493717258890819,
n = 1461501624496790265145447380994971188499300027613,
t = 1208925814305217958863207.
• 192 bitna krivulja z naslednjimi vrednostmi za q, n in t:
q = 6277101719531269400517043710060892862318604713139674509723,
n = 6277101719531269400517043709981664699904401744160036556389,
t = 79228162414202968979637953335.
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• 224 bitna krivulja z naslednjimi vrednostmi za q, n in t:
q = 26959946667149205758383469736921695435015736735261155141423417423923
n = 26959946667149205758383469736921690242718878200571531029749235996909,
t = 5192296858534689624111674181427015.
• 256 bitna krivulja z naslednjimi vrednostmi za q, n in t:
q = 115792089237314936872688561244471742058
375878355761205198700409522629664518163,
n = 2695994666714920575838346973692169
0242718878200571531029749235996909,
t = 5192296858534689624111674181427015.
B.5 TN krivulje
Vse krivulje so konstruirane v [145] na podlagi konstrukcije 7.7.12 in imajo obliko
E : y2 = x3 + ax,
z redom enakim n in Frobeniusov sledjo enako t. V vseh primerih je q prasˇtevilo.
• 224 bitna krivulja z naslednjimi vrednostmi za a, q, n in t:
a = 3630058360022233024758517323958946644956086568883013
8440575266034879078377393921149351823820098161295035,
q = 7260116720044466049517034647917893289912173137766027
6881150532069758156754787842298703647640196322590069,
n = 2720563200004713071616003061826140
1480840452517707677193482845476817,
t = −1133568000001472850432000637893917136092090964291460.
• 256 bitna krivulja z naslednjimi vrednostmi za a, q, n in t:
a = 10082750769548734299044899506169224168748842
63403670965649734798007425964980756397964097
62482157723155120808510796783952,
q = 2016550153909746859808979901233844833749768526807341
9312994695960148519299615127959281952496431544631024
161702159356789,
n = 115816144321490890478327891899665854763
905033269185946585920376349372307631217
t = −1889210236224232197405821630084439441516429
1734047019380020.
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